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INTRODUCCIÓN 





En la presente obra tengo el honor de presentar al público el 
resultado de mis investigaciones sobre la Resolución de las ecua- 
ciones numéricas realizadas durante el año de 1899, cuando me 
disponía para aprobar la asignatura de Álgebra Superior cursada 
en mi segundo año de preparatoria al ingreso en la Escuela Es. 
pecial de Ingenieros de Minas. Como de entonces acá he carecido 
de tiempo material para dedicarme á esta clase de estudios, muy 
poco he podido añadir á las notas consignadas en mis cuadernos 
de Febrero y Octubre de dicho año que aún obran en mi poder. 
Sírvame esta declaración de excusa por no haber terminado defi- 
nitivamente de tratar algunos puntos susceptibles de ulteriores 
desarrollos, así como á la existencia de lagunas ú omisiones en el 
curso de la exposición, que el lector bondadoso me sabrá per- 
donar. 

Conocida es la importancia que en la resolución numérica de 
las ecuaciones goza la función derivada de su primer miembro, 
con cuyo auxilio se llega á precisar los límites extremos que com- 
prenden á las raices reales, se determina el número exacto de 
éstas, y, finalmente, se las separa y calcula con la aproximación 
deseada. Otra ventaja que en sí lleva inherente la función deri- 
vada es la txtrema facilidad con que se forma y deduce de la 
ecuación dada, la sencillez inolvidable de la ley constitutiva de 
cada uno de sus términos. No como recordatorio, sino para hacer 
resaltar lo que sigue y exponer con más claridad nuestras ideas, 
repetiremos, que si la ecuación numérica dada es 


UR m ¿qm 1d, 4 ¿ina 2 4 E E 
F()= a, + az A A E EPR 2+a, 


Ed SS 


la función derivada vale 


F' (2) =m a ani (m — 1) a, am—2 |. 
+ (m — 24, not... E 


En vez de operar con la derivada, yo utilizo la función 


E, f(0)=a et 5142 9,12 71:72 4:80: 07 AT >= 
Tm — Da. ¿TAM 


de estructura tan simple y de formación tan fácil como aquélla; 
cuya regla, para escribirla, es multiplicar cada uno de los términos 
de la ecuación por la diferencia que existe entre m y el grado pro- 
pio ú cada uno de ellos, Á esta nueva función hasta ahora por na- 
die considerada, al menos que yo sepa, la denomino euleriana 
primera de la ecuación, en memoria del inmortal matemático 
Leonardo Euler. 

Pues bien, la tesis principal de mis deducciones es que en la 
teoría de la resolución numérica de las ecuaciones la euleriana de 
la función propuesta goza de tanta importancia, y con su empleo 
se resuelven absolutamente todos los problemas que con la deri- 
vada de la misma; es decir, que usando de la euleriana podemos 
calcular límites extremos para las raíces reales, precisar su nú- 
mero exacto, separarlas y determinar su valor con las cifras de- 
cimales que se quieran. Resulta así, que á un teorema ó método 
de investigación que utiliza la derivada de la función, correspon- 
de otro teorema ó método semejante que emplea la euleriana de 
la misma. De aquí una dualidad algebraica notable — en esta rama 
especialísima del análisis—que creo ser el primero en señalar, y 
que trae á la memoria el recuerdo de lo que ocurre en Geometría 
con las proposiciones llamadas correlativas, que se refieren unas 
á puntos situados en línea recta, y las otras á rectas que concu- 
rren en un mismo punto. 

Para poner de relieve la importancia de esta dualidad, expon- 
dremos á continuación, simultáneamente, las proposiciones debi- 
das á diversos matemáticos ilustres que han estudiado, en el 
transcurso de varios siglos, el problema de resolver ecuaciones nu- 
méricas y las correlativas que yo deduzco, empleando la euleria- 
na de la función allí donde ellos utilizan su derivada. 


EA sg 


I.—Limites del valor y del número de las raices. 


Métodos antiguos. 


RraLa DE NewroN.—Se ha- 
lla un límite superior de las raí- 
ces positivas de una ecuación 
f(x) =0 determinando un nú- 
mero que haga positivasá f(x) 
y á todas sus derivadas. 


Teorema DE Bupan Fou- 
RIER.—Sean dadas una ecua- 
ción f(x) = 0 de grado m, y 
la serie formada por su primer 
miembro y sus m derivadas su- 
ceslvas 


FDO... F” (2) 


Si se sustituye en lugar de x, 
en la serie indicada, dos canti- 
dades reales cualesquiera p y 
q > p, y sí se cuentan las va- 
riaciones presentadas por las 
dos series de resultados obteni- 
dos, 2l número de variaciones 
perdidas pasando de la prime- 
ra serie á la segunda, es un Jí- 
mite superior del número de las 
raices reales de la ecuación 
f(x) = 0, comprendidas entre 
las dos sustituciones p y q; y 
la diferencia entre este límite y 
el número de las raíces reales 
de que se trata, diferencia que 
puede ser nula, es siempre un 
número par. 


Nuevos métodos. 


REGLA CORRELATIVA —Seob- 
tiene un límite inferior de las 
raíces positivas de una ecuación 
f(x) =0 buscando un número 
que haga positivas á f (1) y á 
todas sus eulerianas. 


TEOREMA CORRELATIVO.— 
Siendo dada una ecuación nu- 
mérica f (1) =0 de grado m, 
sien la serie (1), formada por 
su primer miembro y sus m eu- 
lerianas sucesivas 


F(%), E, f(0), Ef (2)... .. Ej, F (2) 


sustituímos en lugar de x una 
cantidad real p y anotamos so- 
lamente el signo de los resulta- 
dos, obtendremos un cjerto nú- 
mero de variaciones v,; sustitu 
yendo después en (1) otra can- 
tidad q > p por x, nos resultará 
otra cifra v, de variaciones. La 
diferencia v, — v, es un límite 
superior del exceso entre el nú- 
mero de raíces reales negativas 
y reales positivas que la ecua- 
ción f (1) = 0 posee entre am- 
bas cantidades p y q; y la dife- 
rencia entre este límite y dicho 
exceso es siempre un número 
par, si bien se reduce á cero 
cuando todas las raíces de la 


ecuación dada f (+) = 0 son 


reales. 


AA o 


TEOREMA DE SYLVESTER.— 
Sean dadas una ecuación 
f(x) =0 de grado m y la do- | 
ble serie siguiente: 


a) Fi da e 
| F, F, MA 7:48 

definida por las relaciones 
== O 


m! 
ELO) = [A OPA, 0,1 (0 


El número de raíces reales de 
la ecuación f (1) = 0 compren- 
didas entre las cantidades 
Py > pesigual ó inferior en 
un número par á la totalidad de 
variaciones-permanencias per- 
didas Ó á la de permanencias- 
permanencias ganadas por la 
doble serie de funciones (1) 
cuando se sustituye en ella los 
números p y q en lugar de la 
variable x. 


TEOREMA DE RoLLE. — Dos 
raíces reales consecutivas de 





una ecuación numérica f (1) =0 
comprenden siempre entre sl 
un número impar de raíces rea- 
les de la ecuación derivada 
f(x) = 0, número impar que 
puede reducirse á la unidad. 





TEOREMA CORRELATIVO.— 
Sean dadas una ecuación 
2 (1) =0 de grado m y la do- 
ble serie siguiente 


ye Pr 
50% Y D, 


(1) 


O 


definida por las relaciones 


9, (1) ==” "LE, 0(0) 


m! 


9,.(0)=[0, (0) —2,-10)-20+1 00 


La diferencia entre el núme- 
ro de raíces reales negativas y 
reales positivas que la ecuación 
f(x) =0 posee entre dos can- 
tidades p y q > p es igual ó in- 
ferior en un número par á la 
totalidad de variaciones-perma- 
nencias perdidas ó á la de per- 
manencias-permanencias gana- 
das por la doble serie de fun- 
ciones (1) cuando se sustituye 
en ella los números p y q en lu- 
gar de la variable -. 


TrEorREMA CORRELATIVO.— 
Entre dos raices reales consecu- 
tivas y del mismo signo de la 
ecuación f' (1) = 0, existe siem- 
pre una ó un número impar de 
raíces reales de la ecuación 
E, f(x) =0, obtenida igualan- 
do á cero la euleriana de f (+). 


i 


un y 


II. —Número exacto de raices reales de la ecuación. 


Métodos antiguos. 


TEOREMA DE STURM.—£S1 se 
aplica al primer miembro de 
una ecuación de coeficientes 
reales f(x) =0 y á su deriva- 
da f” (x) el procedimiento co- 
nocido para encontrar el máxi- 
mo común divisor de las dos 
funciones, con la sola condición 
de cambiar de signo á los res- 
tos antes de pasar á ser diviso- 
res, hallaremos la serie siguien- 
te de funciones 


AAA ASA A 


cuyos grados con relación á x 
van en escala decreciente. 
Sustituyendo en la serie (1) 
la variable x por la cantidad 
real p, se anotará la serie de 
signos que dan los resultados y 
contaremos las variaciones que 
ésta presenta; cambiando luego 
x' por Y > p anotaremos tam- 
bién el número de variaciones 
que presenta la nueva serie de 
signos. La diferencia entre estos 
dos números de variaciones 
será precisamente igual al nú- 
mero exacto de raíces reales de 
la ecuación dada comprendidas 


entre p y q. 


TEOREMA DE DYLVESTER.— 








Nuevos métodos. 


- TEOREMA CORRELATIVO.— 
Si se aplica al primer miembro 
de una ecuación de PS 
reales f(x) = 0 y á su euleria- 
na E, f (x) el procedimiento co- 
nocido para encontrar el máxi- 
mo común divisor de dichas dos 
funciones, con la sola condición 
de cambiar de signo á los res- 
tos antes de pasar á ser diviso- 
res, hallaremos la serie siguien- 
te de funciones 


(1) 160), E, F(0), W,, 


cuyos grados con relación á x 
van en escala decreciente. 

Sustituyendo en la serie (1) 
la variable + por la cantidad 
real p se anotará la serie de sig- 
nos que dan los resultados y 
contaremos las variaciones que 
ésta presenta; cambiando luego 
x porq > panotaremos tam- 
bién el número de variaciones 
que presenta la nueva serie de 
signos. La diferencia entre el 
primer número de variaciones 
y el segundo es exactamente 
igual al exceso del número de 
ralces reales negativas sobre el 
número de las positivas que la, 
ecuación dada tiene compren- 
didas entre p y q. 


TEOREMA CORRELATIVO. — 


OA 


Designandoporx;, Za, Yz..... eS 
las m raíces de la ecuación nu- 
mérica f (1) = 0, las diversas 
funciones de la serieanterior (1) 
de Sturm podrán expresarse del 
siguiente modo cuando el coe- 
ficiente de x" en f (+) sea 
igual á 1: 


Fo)=(2—x,). (1—x,) ....(1—%,,) 


F (0)=X/(2-— 2,).(% —e,)... (1—%,,) 





Yo = 2 (e, — 2) > (e, 7 =3) 
py —= 27) (1—x,)... (7% Lg) 
4 ¡ 


estando las cantidades 


O 


determinadas por las fórmulas 





DesignandoporX,,Ya,Y3 0. Xm 
las m raíces de la ecuación nu- 
mérica f (1) = 0, las diversas 
funciones de la serie (1) del teo- 
rema anterior, podrán expre- 
sarse del siguiente modo cuan- 
do el coeficiente de +” en f (x) 
sea Igual á 1: 


(e — 2,7) 2, 





e. ost 0 Ae 0 00 210 00 01.0» y AAA 


29. ..0.060657% Go e. 0. € 06.12... Mi 


Wi= 2 (=D" . (2, —2,)' 
(2, REN eS De (mn 1 ON 
Ly + Logo lar y 





— XI --. 


en donde cada y representa una 
función simétrica de las raíces. 


TeorEmMA DE HERMITE.—Dea 
dada la ecuación F' (2) = 0 de 
grado m con coeficientes rea- 
les y raíces desiguales 2,.x». 
a, Y.  Formemos la fun- 
ción real homogénea 


l 9 
e dot (2 +=, 2% Za 


1 
Ar A SOS 2, Ly Za 
A O A 
+ AE Ma e E 
m-—1 2 
EE lg Te E E) 


de m variables 2,,2,,%...:£m-1 
y con una indeterminada real 


12 3 4 
Pm > (e Le (e, do 22) . 
(x, sl a) ; e Lan). Es 
Li , Lo : Lg oe Lon 


endonde cada Y representa una 
función simétrica de las raíces. 


TEoREMA CORRELATIVO.— 
Sea dada la ecuación F' (2) =0 
de grado m con coeficientes rea- 
les y raíces desiguales 2%, , La, 
NE Cm. Formemos la fun- 
ción real homogénea 


m 
as (2 HE 4 + 
e Ln *%9 AS Ln 23 iz PA, Y ml 

m-—l 2 
En Yo frialy) 


de m variables 2,,2,,2%..£m-1 
y con una indeterminada real £. 


o a 


t. Cualquiera que sea el valor 
que se asigne á t será siempre 
posible, por medio de una sus- 
titución real, reducir la función 
fá una suma de cuadrados de 
funciones lineales reales. 

Si p y > p son dos núme- 
ros arbitrarios y en la función f 
sustituímos primero en vez de f 
la cantidad p y luego hacemos 
t=q;la diferencia entre el nú- 
mero de cuadrados positivos 
que sucesivamente presenta f 
para í = p y cuando t = q es 
igual al número exacto de raí- 
ces reales de F" (2) = 0 com- 
prendidas entre los límites p y q. 


MéÉroDo DE Hurw1Tz.—Sean 
dadas la ecuación f (2) = 0 de 
grado m con raíces desiguales 
LR MS o Cm y otra fun- 
ción 9 (2) cualquiera de grado 
indeterminado, pero entera con 
relación á z. 

Calculemos la forma cuadrá- 
tica 


== EN C; de Te t, . ta, ss 
07 a 
E 9) Pa) 
EN E aa 
de m variables independientes 
A A Ne E t., 1 definidas 


por la relación 


0 
AA a Pe 
SNE A 





Cualquiera que sea el valor que 
se asigne á 1 será siempre posi- 
ble, por medio de una sustitu- 
ción real, reducir la función g á 
una suma de cuadrados de fun- 
ciones lineales reales. 

Sip y 4 > p son dos núme- 
ros arbitrarios y en la función 
y sustituímos primero en vez de 
t la cantidad p y luego hacemos 
t = q; la diferencia entre el nú- 
mero de cuadrados negativos 
que sucesivamente presenta y 
para t = p y cuando t= q es 
igual al exceso del número de 
raíces reales negativas sobre el 
de las positivas que la ecuación 
F (2) =0 tiene comprendidas 
entre los límites p y q . 


MÉTODO CORRELATIVO.— 
Sean dadasla ecuación f (2) =0 
de grado m con raíces desigua- 
E E 
función 9 (7) arbitraria, de gra- 
do indeterminado pero entera 
con relación á z. 

Calculemos la forma cuadrá- 
tica 


PEPE paa LS 

; DS (tp) 9 (2) 

1.m E, f (2) 
de m variables independientes 
de t., —1 definidas 


por la relación 

: E 

1 (0=t +4: 7144-02 + 
Hd A E 


17 EL 


Siendo p un número real 
cualquiera distinto á las raíces 
de f (2) = 0, cuando se: haga 


DO=—=p»).f (0) 


la forma cuadrática H, tendrá 
” cuadrados positivos y y cua- 
drados negativos, cuya diferen- 
cia vale 


1 == T-—Y, 
Pp 


Calculando después la cua- 
drática H para 


De) =(2= 0, f' (2) 


en donde q es un número arbi- 
trario, hallaremos del mismo 
modo 


N =xz!' / 
= T y 
q 


significando *” el número de 
cuadrados positivos y y” el de 
negativos que posee la nueva 
cuadrática H,. 

La diferencia N, — N, es 
exactamente igual al número 
de raíces reales de la ecuación 
F (2) = 0 que se encuentran 
comprendidas entre los límites 


PY d 





Siendo p un número real 
cualquiera distinto á las raíces 
de f (2) = 0, cuando se haga 


D()=(-p.E, £() 


la forma cuadrática C, tendrá 
”, cuadrados positivos y y, cua- 
drados negativos, cuya diferen- 
cia vale 


y =—z — 
N, = Ty Ys 


Calculando después la cua- 
drática C para 


dD=E-=D:E 


en donde q es un número arbi- 
trario, hallaremos del mismo 
modo 


AIN EN 
NAT Y 


significando 7', el número de 
cuadrados positivos y y”, el de 
negativos que posee la nueva 
cuadrática €, 

La diferencia N, — N, es 
exactamente igual al número de 
raíces reales de la ecuación 
F (2) = 0 que se encuentran 


comprendidas entre los límites 
Pp y 2- 


I!!.—Separación de las raices reales de la ecuación. 


Métodos antiguos. 


TeEoReEMA DE FourIiEr:—$8i 





la ecuación f (1) = 0 tiene sólo 
dos raíces reales comprendidas 


Nuevos métodos. 
TeoREMA CORRELATIVO.—Si 
la ecuación f (x) = 0 tiene sólo 
dos raíces reales comprendidas 


— XIV — 


entre los valores « y f£>u, y 
además la ecuación f” (1) =0 
no tiene raíz alguna entre di- 
chos límites, se verificará la des- 
igualdad 


DADES 
FB F" (0) 
Mérono Dr Fourier, funda- 
do en el teorema de Budan- 


Fourier (ya expuesto) y en el 
teorema anterior. 








<P 0 


Méropo DE Sturm, fundado 
en el teorema del mismo autor 
que determina el número exac- 
to de raícez reales de la ecua- 
ción comprendidas entre dos lí- 
mites arbitrarios p y q. 


entre los valores 4 y B > u del 
mismo signo, y además la ecua- 
ción E, f (1) = 0 no tiene raíz 
alguna entre dichos límites, se 
verificará la desigualdad 


a. E, f(0) B.E, f(B) 


MÉToDO CORRELATIVO, fun- 
dado en el teorema anterior y 
en nuestro teorema correlativo 
al de Budan Fourier (ya expues- 
to). 


MÉrToDO CORRELATIVO, fun- 
dado en nuestro teorema corre- 
lativo al de Sturm que determi.- 
na el número exacto de raíces 
reales de la ecuación compren- 
didas entre dos límites arbitra- 


rios p y Q. 


IV. —CGálculo de las raices incomensurables. 


Metodos antiguos. 


MéroDO DE APROXIMACIÓN 
DE Newron.—Si los dos núme- 
ros p y q > p del mismo signo 
comprenden una sola raíz real 
(1,) de la ecuación .f- (2) =:0, 
y la diferencia (q — p) es bas- 
tante pequeña para que en el 
intervalo (p , q) las funciones 
F (2) y f”" (+) no cambien de 
signo, se obtendrá un valor más 
aproximado (%) de la raíz consi- 
derada, y en el mismo sentido 





Nuevos métodos. 


MérToDO DE APROXIMACIÓN 
CORRELATIVO.—Silosdosnúme- 
ros p y q > p del mismo signo 
comprenden una sola raíz real 
(x,) de la ecuación f (1) = 0, y 
la diferencia (q — p) es bastan- 
te pequeña para que en el in- 
tervalo (p, q) las funciones 
E, f(x) y E, f (+) no cambien 
de signo, se obtendrá un valor 
más aproximado (%,) de la raíz 
considerada y en el mismo sen- 


y dy ASADA 


que el límite empleado, cam- 
biando á x en la expresión 
F (z) 


por aquel de los dos números 
p 6 q, que sustituido en lugar 
de x haga á f (1) y f” (x) del 
mismo signo. 

Poniendo en la expresión (1) 
en lugar de x el valor (0) así 
calculado, se obtendrá un se- 
gundo valor (v') aún más apro- 
ximado á la raíz (+, ) y siempre 
en el mismo sentido. Este nue- 
vo valor («') permite encontrar 
un tercero (u") todavía más 
aproximado, etc. Continuando 
de este modo se llegará á calcu- 
lar la raíz (7,) con el número 
de cifras decimales que se quie- 
ran. 


x 


PERFECCIONAMIENTO DEL MÉ- 
TODO ANTERIOR.—5Sean «u y 
£>w dos números próximos 
que comprenden una sola raíz 
xy de la ecuación f(x) =0 y 
entre los cuales no se anulan las 
funciones f” (1) y f” (x). Re- 
presentemos por 2 M un núme- 
ro que tenga el signo de la re- 
lación 
3 de = (x) 

(2) 
y cuyo módulo sea igual ó su- 
perior al mayor de los módulos 
que toma dicha fracción cuan- 


tido que el límite empleado, 
cambiando á + en la expresión 


DT) 
(1) EFO-70 


por aquel de los dos números 
póq, que sustituido en lugar 
de x haga á f (1) y E, f (2) del 
mismo signo. ! 

Poniendo en la expresión (1) 
en lugar de x el valor (%,) así 
calculado, se obtendrá un se- 
gundo valor (*,) aún más apro- 
ximado á la raíz (2,) y siempre 
en el mismo sentido. Este nue- 
vo valor'(%',) permite encon- 
trar un tercero (%”,) todavía 
más aproximado, etc. Conti- 
nuando deeste modo se llegará á 
calcular la raíz (%,) con el nú- 
mero de cifras decimales que se 
quieran. 


PERFECCIONAMIENTO DEL MÉ- 
TODO ANTERIOR.-—Sean uy f>«u 
dos números de signos positi- 
vos que comprenden una sola 
raíz xy de la ecuación f (a) = 0 
y entre los cuales no se anulan 
las funciones E, f (2) y Es f (x). 
Representemos por 2. Nun nú- 
mero quetenga el signo de la re- 
lación 

a. E, f(a) 
E, fu) —f (2) 
y cuyo módulo sea igual ó su- 
perior al mayor de los módulos 
que toma dicha misma fracción 


do x varía de u á f. Si se desig- 
na por a aquel de los dos lími- 
tes a. Ó f para el cual las fun- 
ciones f(x) y f” (7) tienen el 
mismo signo, y por b aquel que 
da signos contrarios á dichas | 
mismas funciones, tendremos 
que la raíz x, se encuentra com- 
prendida entre estos dos nuevos 
límites. | 





p92 Fla) 
EESAIAEN | 
OPA RR TN 
AAA 0) M(b— a) | 


Cuando entre los límites 
o y f cada una de las funcio- 
nes f” (2) y f' (x) varía en el 
mismo sentido, se podrá for- 
mar el número M dividiendo 
aquella de las dos cantidades 





1 " E 7 





que tenga el mayor valor abso- 
luto, por aquella de las dos 


f' (0) 


que sea de más pequeño valor 
absoluto. 

Los números « y g£ pueden 
ser ambos ¡positivos ó. negati- 





cuando + varía entie u y f. Si 
se designa por p aquel de los 
dos límites « Ó g para el cual las 
funciones f (+) y E, f (x) tienen 
el mismo signo, y por q aquel 
que da signos contrarios á di- 
chas mismas funciones, tendre- 
mos que la raíz 1, se encuentra 
comprendida entre estos dos 
nuevos límites. 


PE 
LE JON 


o p.E fp) 
TE FO)=F0) 
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Cuando entre los límites y y £ 
cada una de las funciones 
2. E, F (2) y E, f (a) — F (2) 
varía en el mismo sentido, se 
podrá formar el número N di- 


vidiendo aquella de las dos can- 
tidades 


1 1 
O 
que tenga el mayor valor abso- 
luto, por aquella de las dos 
E, f(a)— flo) ELFOS 
que sea de más pequeño valor 
absoluto. | 
Cuando «.<*%<o0., aplicare- 


mos las fórmulas. 


VA 


vos, pues los resultados anterio- 
res son inalterables. 


ComPLEMENTO AL MÉTODO DE 
LAGRANGE.—Cuando por apli 
cación continuada del método 
de Lagrange se llega á la ecua- 
ción transformada en z,, 


y á una última reducida 


Je 


n 


Ca 


tal que se verifique la desigual- 
dad 





AM; 

en donde 
PESAS 
e AAN ES 


y K un número suficientemen- 
te grande, se podrá entonces 
A para x, el valor 


0, — on da LEN 
1) ¿=(m—D. [EA 
M0. 


La raíz buscada valdrá apro- 
ximadamente 





dl p»- E, f(p) 
Es Es Fm) —¿£ tp) 
pe po £(p) 
TOS 


2 
Eta 
P 
teniendo p y q la misma s1gue 
ficación que antes. 


MéroDO CORRELATIVO.— 
Cuando por aplicación conti- 
nuada del método de Lagrange 
se llega á la ecuación transfor- 
mada en x,, 


Pi a pa E 
( 
+ Ami” RA = 0 


y á una última reducida 


P, 71 


xx AAáAAAX<XA<AKAKAAS 


La 


tal que se verifique la desigual- 


dad 
BS AIN 
en donde 


E, el (2) 


A EJFO 


y K un número suficientemen- 
te grande, se podrá entonces 
adoptar para x, el valor 


E, — 1 A o 
RR 00 





nd 


La raíz buscada valdrá apro- 
madamente 


O 


Pr A 
Qro En 77 


con un error menor que 


ct 

a, ; q 
siendo a, el cociente incomple- 
to correspondiente á x, ó sea el 
número entero contenido en $, . 
Si el desarrollo en fracción 
continua es bastante avanzado, 
la expresión (1) no solamente 
dará á conocer a, , sino que des- 
arrollando $, en fracción conti- 
nua podremos obtener otros co- 
cientes incompletos de la raíz 
buscada, siempre que se verifi- 
quen determinadas condiciones. 





Po Pa 

4 E un 5 La —1 
con un error menor que 

N 

AN 

ER 4. » An 
siendo a, el cociente incomple- 
to correspondiente á x, ó sea el 
número entero contenido en 7, . 
Si el desarrollo en fracción 
continua es bastante avanzado, 
la expresión (1) no solamente 
dará á conocer a, , sino que des- 
arrollando 1, en fracción conti- 
nua podremos obtener otros co- 
cientes incompletos de la raíz 


buscada, siempre que se verlfi- 
quen determinadascondiciones. 


La anterior idea de dualidad puede también aplicarse en la 
investigación de las raíces complejas de una función real, si bien 
por otro procedimiento. Veamos cómo. 


Siendo 


F(2)= 


la función real de variable imaginaria 


=»*+y=1 y 


sabemos que realizando las operaciones indicadas y separando la 
parte real de la imaginaria, se podrá escribir. 


HO=P+Yy=T.0 


Estudiando Cauchy la relación pasa llegó á deducir el nú- 


Q 


mero de raíces complejas de la ecuación dada comprendidas en 
el interior de un contorno cualquiera. La dualidad se establece 
aquí del siguiente modo. Observemos que 


Q=y N 


XIX — 


siempre que todos los coeficientes de f (2) sean cantidades reales. 


Considerando la fracción => en lugar de la Se 


he llegado á establecer una proposición correlativa á la de este 
sabio matemático, en virtud de la cual se puede calcular el nú- 
mero exacto de raíces complejas con parte imaginaria positiva, 
complejas de coeficiente imaginario negativo y raíces reales que 
la ecuación f (2) = 0 tiene comprendidas en el interior de un 
contorno cerrado cualquiera. Es decir, que nuestro teorema: es, 
por lo menos, de tan fácil aplicación como el de Cauchy, así 
como de igual importancia teórica y práctica. He aquí dichas dos 


de Cauchy, 


proposiciones: 


TEOREMA DE CAUCHY.—Sean 
dadas, una variable imaginaria 
¿=w HL y=—1.y,así como la 


función real /(2)=P+0Q.y —1 
de dicha variable en donde P 
y Q son funciones enteras y 
reales de x é y. Tracemos un 
contorno cerrado cualquiera 
que no pase por ninguno de los 
- puntos raíces de £(-) = 0 y en 


el cual la relación == tendrá 


un valor determinado para cada 
uno de sus puntos. Recorrien- 
do totalmente el contorno hasta 
volver al punto de partida, di- 


a P YA . 
cha fracción OS tomará diver- 


sos valores, pasando por cero 
cada vez que P se anula y por 
infinito cuando se tenga Q =0. 
Supongamos sea: K el número 





de veces que la relación 


anulándose con cambio de sig- 
no pase de positiva á negativa; 








TEOREMA CORRELATIVO. — 
Sean dadas, una variable ima- 
ginaria ¿== +y.yY/ —1, así 
eccmo la función real f (2) = 
=P+y.N. y=1 de dicha va- 
riable en donde P y N son fun- 
ciones enteras y reales de xy é y. 
Tracemos un contorno cerrado 
cualquiera que no pase por nin- 
guno de los puntos raíces de 
F (2) =0 y en el cual la relación 


tendrá un valor determina- 





q 
N 
do para cada uno de sus puntos. 
Recorriendo totalmente el con- 
torno hasta volver al punto de 
+ bo- 
mará diversos valores, pasando 
por cero cada vez que P se anu- 
la y por infinito cuando se ten- 
ga N = 0. Supongamos sea: 
K, el número de veces que la 


partida, dicha fracción 


PE PB Y 
relación N anulándose con 


cambio de signo pase de positi- 


K” el número de veces que esta 
misma fracción al anularse y 
cambiar de signo pase de nega- 
tiva á positiva. 

La diferencia , =K — K' 
será siempre jgual al doble 2 y. 
del número y de puntos raíces 
de la ecuación f (2) = 0 que se 
encuentran comprendidas en el 
interior del contorno considera- 
do. Es indiferente que las y. ral: 
ces sean sencillas ó múltiples. 





va á negativa; K', el número 
de veces que esta misma frac- 
ción al anularse y cambiar de 
signo pase de negativa á positi- 
va. La diferencia v = K, — K', 
será siempre igual al doble 
2 . (1.9 —1-,)del número ., de ral- 
ces imaginarias con parte ima- 
ginaria positiva comprendidas 
dentro del contorno, menos el 
número p., de raíces complejas 
incluídas también en el contor- 
no, pero de coeficiente imagina- 
rio negativo. Es indiferente que 
las p, raíces situadas en la par- 
te superior del plano ó las p», co- 
locadas en la región inferior 
sean sencillas ó múltiples. 





Determinación y separación 
de las raíces complejas de una función real, 


Método fundado en el teore- 
ma anterior de Cauchy 


Método correlativo fundado 
en nuestro teorema anterior : 


Los numerosos ejemplos que se intercalan al final de cada 
nuevo teorema ó método permiten justipreciar la originalidad de 
los mismos, así como la manera de aplicarlos. 

El problema de encontrar el número exacto de las raíces dis- 


tintas de una ecuación, determinando cuántas son reales positi- 
vas, cuántas reales negativas y la totalidad de pares imaginarios 
conjugados, puede ser resuelto de un modo especial á virtud de 
una nueva función que he establecido desarrollando las anterio. 
res ideas de dualidad. Expondré brevemente el concepto funda- 
mental y propiedad característica que conducen al resultado des- 
crito. 


— XXl — 


Hace largos años es conocida en Algebra la función 


S (y) 
en donde 


> ta=1 So (2) Et, Ea li > DE to o y 68) 


y S significa la suma de los diversos valores del cuadrado y? cuan- 
do en lugar de + se sustituyen sucesivamente todas las raíces de 
la ecuación dada f (1) = 0. El primero que empleó en sus inves- 
tigaciones á esta función, fué Bezout; y de aquí el nombre de be- 
zoutiana que Sylvester le asignó y que ha sido universalmente 
aceptado. 

Por analogía con otros teoremas anteriores, llegué á conside- 
rar la función 


S (e. y) 


cuyo cálculo práctico se hace con tanta facilidad como en la be- 
zoutiana, siendo además de tan sencilla estructura como ésta, 
Fundado en lo que creo una justa compensación, he dado á esta 
nueva función el nombre de sylvesterrana, en recuerdo del bri 


llante algebrista ya citado. 


La bezoutiana y la sylvesterrana son funciones correlativas, ca- 
racterizadas respectivamente por las propiedades siguientes: 


La bezoutiana de un función 
f (1) siendo descompuesta en 
una suma de = cuadrados posl: 
tivos y y cuadrados negativos 
de funciones lineales y reales 
que no pueden ser reducidos á 
un número menor, se tendrá 
que el número de raíces distin- 
tas de la ecuación f (12) =0 vale 
+ v; el número de pares de 
raíces imaginarias conjugadas 
es y; y el de raíces reales di- 
ferentes es z — y. 


La sylvesteriana de una fun- 
ción siendo descompuesta en 
una suma de 4 cuadrados posi- 
tivos y g cuadrados negativos 
de funciones lineales y reales 
que no pueden ser reducidos á 
un número menor, se tendrá que 
el número de raíces distintas de 
la ecuación f (1) = 0 vale 
o. + B; mientras que la diferen- 
cia entre el número de raíces 
reales positivas y el de reales 
negativas será lgual á «.— £. 
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Utilizando estos dos teoremas se resuelve inmediatamente el 
problema enunciado. 

Fué siempre mi propósito escribir una obra didáctica sobre 
Resolución de ecuaciones numéricas donde metódicamente se ex 
pusieran los teoremas y procedimientos conocidos, á la par que 
se insertasen los deducidos con el uso de la euleriana y demás 
funciones resultantes de aplicar mis ideas de dualidad en esta 
Teoría. Así habría la ventaja de tener reunidos en un mismo cuer- 
po doctrinal todos los anteriores conceptos, que se irían exponien- 
do simultáneamente, con gran ventaja para el lector y ganando 
mucho la claridad y armonía de esta parte del Álgebra. Pero ab 
sorbido mi tiempo con el ejercicio material de mi profesión, me 
he visto obligado á renunciar por completo á tal empresa, limi- 
tándome á la breve exposición que sigue y dejando para otras 
plumas, más afortunadas y meritorias que la mía, la realización 
de dicho trabajo. Á esta misma causa obedece la circunstancia de 
ser incompletas algunas de mis demostraciones y la necesidad en 
que se encontrará el lector, no muy versado en estas materias, de 
acudir á las citas que oportunamente se insertan, para darse exac- 
ta cuenta y comprender las proposiciones que utilizo en muchos 
de mis razonamientos. j 

Tal deficiencia no me ha sido dable subsanar, por cuanto las 
digresiones que hubiese tenido necesidad de introducir, sun al. 
gunas de gran extensión. 


Santander 14 de Diciembre de 1910. 


NUEVOS MÉTODOS PARA RESOLVER ECUACIONES NUMÉRICAS 


CAPÍTULO PRIMERO 


Raices complejas de una función real, 


S 1.—Raíces limitadas en un contorno cerrado. 


Una función entera de la variable real ó imaginaria ¿ es un po- 
linomio como 


m m-—1 
MARES O 2 TEA E z A A 


donde cada término es el producto de una potencia entera de z por 
una constante real ó imaginaria. Cuando todos los coeficientes de la 
función entera son reales, se liene entonces lo que se llama una fun- 
ción real. 

El grado de la función es el mayor exponente que en la misma 
tiene la variable 2. Si el polinomio está ordenado con relación á las 
potencias decrecientes de z, el grado m del primer término es en- 
tonces el grado de la función. 

La variable imaginaria z es de la forma 


2=x + V-1.y =Yx0 +1. Y 


y puede ser representada geométricamente, con relación á dos ejes 
cartesianos, por un punto (G de abcisa x y ordenada y. 


o o ada 


Dada la función real f (2) de variable imaginaria z, la conocida 
fórmula de Taylor nos permitirá establecer 
2 


HFo=flre+iy=f(W0+i y. ze o a+ 





Ly. 

1.28 
IV 

+ E (+ .. 


Separando los términos reales de los imaginarios, tendremos 





2 y 
ro =|s0- O 1254 q Al [7 to 





2 
y pr! EN ble. 
A e Fr) 3 
y llamando 
2 4 
AU DO OS 
Y y 
N= la o AOS PF (a) — 


será entonces 
DE MO REN 


donde M y N representan funciones enteras y reales de las variables 
x é y. Como la coordenada y es distinta de cero, según la hipótesis 
hecha, la investigación de las raíces de la ecuación 


file) = 0 


se reduce á buscar los puntos del plano qua realicen simultáneamen- 
te las igualdades 
M=0yN=0. 


Una raíz z, de f (2) = 0 es múltiple al grado n, cuando el poli- 
nomio f (2) es divisible por la enesima potencia de (2 — 2,), sin serlo 
por otra superior del mismo binomio. 

Estas generalidades establecidas demostremos el siguiente 

Lema.—Sean dadas una variable imaginarra 2 = xx +1. Y, y una 
función real f (2) = M = +1. y. N de la misma, con un grado cualquie- 
ram y enla cual M y N serán cantidades reales. Supongamos que la 
ecuación f (2) = 0 tenga n raíces iguales Ú 2, = Lo, + 2. Yo, pudien- 
do ser n= 1; y consideremos: el punto G cuyas coordenadas con rela- 
ción ú dos ejes retangulares O x, O y sean Lo é Yo. Haciendo centro en 


e PE 

(7, tracemos una circunferencia con radio e lo suficientemente pequeño 
para ser inferior á y,. y menor que la distancia de (+ al punto raíz de 
Fl2) =0 más próximo á él: designando por w el ángulo formado por 
G P con la dirección O x, valdrá cero cuando GP sea paralela á O x 
é ¿rá creciendo á medida que (+ P, moviéndose siempre en el mismo sen- 
tido, pase de O x á la dirección O y (fig. 1.2). S2 este punto móvil P par- 





Fig, 1.2, 


tiendo de una posición cualquiera describe toda la circunferencia hasta 
llegar á su primitivo origen, lo que equivale á decir que el ángulo 


2. M . .», 
aumenta en 2 T, la relación y > que para cada posición del punto P 


tiene un valor determinado, se anulará tantas veces como umidades hay 

en el número 2 n; y anulándose pasará siempre de positiva á negativa 

si y, es positivo, y de negativa á positiva si y, es negativo. (Corral.) 
Aplicando este lema á la función 


iy f(0O=—Y4.N+i.y.M 


r sad . ., M ., . . 
será fácil deducir que la relación E también pasa por infinito un 


número de veces igual á 2 n, en cuyos momentos cambia de negati- 


A 


va á positiva si y, es positivo, y de positiva á negativa sl Y, €s 
negativo. 

En el Álgebra Superior de J. A. Serret (edición francesa de 1885), 
páginas 120 á 124 del tomo I, se supone que 


FO=P+1.0 


en donde Q =y. N || P= M según nuestras notaciones y con la 
salvedad de considerar solamente á f (2) como una función real y 
entera de la variable 2, pues de otro modo sería imposible la exis- 
tencia de N con las cualidades que le suponemos. 

Demuéstrase en el precitado lugar, que al describir el punto 


. . ., 5 El 
dado la circunferencia completa, la relación 5 se anula 2 n veces 


Q 


pasando siempre de positiva á negativa; pues en dichos momentos, 
la cantidad (Y permanece con signo constante, siendo n veces positi- 
va y n veces negativa. Se tendrá entonces que cuando (Q sea n veces 
positiva, la cantidad P = M pasará de + á —; y que cuando ( sea 
n veces negativa, la cantidad P = M pasará de — á +. 

La ordenada y, de la raíz considerada podrá ser: 

Positiva (Y, > 0); en tal caso durante los n momentos que 
Q = y. N adquiere el valor positivo, anulándose simultáneamente 
P= M, será N > 0: y en los » instantes en que Q sea negativo en- 


tonces N < 0. Tendremos, por tanto, que la relación + pasará n 


“> — : = 
veces del valor al Ty = —;y Otras m veces del valor — = + 
=b : M ¿ 
al — = —. Es decir, que y 88 anulará entonces 2 n veces pasando 


siempre de positiva á negativa. 
Negativa (Y, < 0); las m veces que Q = Yo. N sea positivo la 
cantidad N será negativa (N < 0) y las otras n que Q = Y.. N vale 


menos que cero se tendrá N > 0, Así pues, la relación 2 anulán. 


N 
dose pasará m veces del valor can = — al — = + y otras n del 
e An : 
rl + =>+;0 sea que se anulará 2m veces pasando siempre 
de negativa á positiva. 


Como una de las condiciones á que sometimos el radio p de Ja 
circunferencia es á ser menor que y,, resultará entonces que todas 


E 


las y del círculo, consideradas al tomar e sus diferentes valores, 


tienen el mismo signo que y,; pues en el caso más desfavorable y 
llegará á valer (y, + *), cantidad del mismo signo que y, desde el 
momento que Y, > ?. De aquí se deduce la exactitud de nuestro 
lema. | 

Podemos ahora enunciar una proposición muy semejante á la 
establecida por el inmortal Cauchy para fijar el número de raíces 
complejas de una función limitadas en un contorno cerrado, y la 
que, según frase de M, Serret, constituye «uno de los más bellos teo- 
remas del Álgebra». 


Teorema. —Sean dadas, una variable imaginaria 2 = x + !. Y, y 
Fl2) =M +1. y. N una función real de esta variable, en la cual M y N 
son Funciones enteras y reales de x é y. Tracemos en el plano de ejes 
rectangulares O x, O y un contorno cerrado cualquiera que no pase por 


ninguno de los puntos raíces de f (2) = 0 y en el cual la relación > ten- 


drá un valor determinado para cada uno de sus puntos. Recorriendo el 
contorno A B C D hasta volver al punto de partida, dicha relación 


M a 
NY tomará diversos valores, pasando por cero cada vez que M se anula 


y por'infinito cuando N = 0. Supongamos sea K el número de veces 


7 M y7 . . . . » 
que la relación NY anulándose con cambo de signo pase de positiva ú 


negativa, K” el número de veces que el mismo cociente al anularse y 
cambiar de signo pase de negativo ú positivo: la diferencia Y = K — K , 
será siempre igual al doble, 2 (1, — 11), del número ba de raíces 4ma- 
ginarias de coeficiente imaginario positivo comprendidas en el contor- 
mo, menos el número v, de raíces imaginarias incluídas también en el 
contorno pero con parte imaginaria negativa. (Corral.) 

La forma del contorno cerrado A B C D (fig. 2.?) puede ser 
cualquiera, cóncava ó convexa, atravesando en el caso general al eje 
O x de las abcisas, de tal modo que entonces las raíces de f (2) = 0 
comprendidas en su interior tendrán su parte imaginaria unas veces 
positiva y otras negativa. 

Los únicos cambios de signo de la relación > que nos interesan 


al presente son los que ocurren cuando dicho cociente pasa por cero. 


o sa 

Debemos advertir que desechamos los cambios de signo originados 
' alcanzar Y lor infinito, así como tambié 22 pued 

por alcanzar un valor infinito, así como también que 37 puede 


anularse permaneciendo en las inmediaciones con el mismo sentido 
(positiva ó negativa). 

El razonamiento que á continuación exponemos se compone de 
cuatro partes: 





Fig. 2.2, 


1,2 Si el teoroma enunciado se verifica para dos contornos A B C A 
y AD BA de parte común A B, será cierto también para la figura 
total A D B CA formada por la umón de ambos (figura 3.2). 
Designemos por l, el número de raices iguales ó desiguales que 
con parte imaginaria positiva se encuentran comprendidas en el 
contorno total 4 D B C A, t, Jas que con igual carácter tienen su 
parte imaginaria negativa, siendo y el exceso, K — K'”, relativo á 
dicha figura. Supongamos que 


po, poo y 
ps po v 


a: >, aa 
sean los números análogos correspondientes á los contornos parcia- 
les AB CA y 4D BA. Como, por hipótesis, el teorema es cierto 
para tales figuras, tendremos 

a y) vo" =2 (1%, —p”,) 
La suma v' + y” se compone, evidentemente, del exceso v rela- 
tivo al contorno total, aumentado en la suma de los dos excesos que 





Fig. 3.2 


corresponden, uno á la parte A B del contorno A B C A y el otro á 
la BA del segundo contorno 4 D B A. Siendo estos dos últimos 
excesos iguales y de signos contrarios, resultará que 
Y 2 o E o a) 
y observando después la existencia de las igualdades 
Pa eE po aq po, Po, == poo, DE poe 
deduciremos en definitiva, de conformidad con el enunciado, la 
exactitud de la relación 
vV=2 (19 — P). 


e 


Queda así demostrado que si el teorema se verifica para un nú- 
mero cualquiera de contornos yuxtapuestos, será también cierto 
para el contorno total formado por su unión. 

92 El teorema enunciado, cuando no hay raíz alguna def ( es 
en el espacio limitado por el contorno supuesto, es también cierto. En 
otros términos, si ly = tl, =0 se tendrá 2gualmente Y =0. 

Según la hipótesis hecha no pueden existir, sobre el contorno 
mismo ó en su interior, puntos para los cuales se tenga simultánea- 
mente M= 0, N = 0, si bien habrá muchos en los que aislada- 
mente se verifique que M = 0 ó bien N = 0. En virtud de tal par- 
ticularidad, será siempre posible descomponer el espacio limitado 
por la figura dada en dos partes ó más, tales que cada una de ellas 
no contenga sobre su perímetro ó en su interior más que puntos 
para los cuales M = 0 ó bien N =0. 

En aquellos contornos parciales donde no puede ser M =0, la 


M 
relación 7 Sy ho se anula en ellos; luego sobre los mismos yv = 0. 


Las otras porciones donde M llega á anularse, la función N con- 
serva siempre el mismo signo en los diversos puntos de su períme- 
tro ó interior, pues de lo contrario habrá alguno para el cual Y fue- 


M 
re cero, lo que es contrasupuesto. En tales contornos, nm sólo cam- 


bia de signo cuando M se anula, y como al recorrer todo el períme- 
tro dicha relación tiene que recuperar su primitivo valor, demostrado 
queda que si XK veces se anula pasando de positiva 4 negativa, otras 
tantas será cero cambiando de negativa á positiva; por todo lo cual, 
también en los mismos será y = 0. 

Verificándose el teorema enunciado para cada una de las partes 
en que el contorno ha sido dividido, será también cierto, según pro- 
bamos anteriormente, para la figura dada. | 

3,2 Cuando en el espacio lamitado por el contorno supuesto la ecua- 
ción f (2) =0 no tiene más que una sola raíz múltiple de grado n, el 
teorema enunciado será cierto, es decir, que entonces Y = 2 y. 

En la figura 4.?* representamos por 4 B C( D el contorno dado 
y por G el punto raíz cuyo grado de multiplicidad suponemos sea 
n. Trazando una circunferencia con radio suficientemente pequeño 
y cuyo centro sea (7, se la podrá unir por medio de las rectas N Q 
y M Pal contorno 4 B CD, que por tal circunstancia podrá ser 
considerado como el resultado de la yuxtaposición de los tres con- 


O y e pe 
tornos parciales KNQ DAPMK,MINKM,IMPBCQ 
N 1. El teorema que nos ocupa se verifica, según el lema demos- 
trado y el caso anterior 2.%, para cada uno de estos contornos par- 
ciales, razón por la cual será también cierto para la figura dada 


ABCOD. 


/ 





Fig. 42, 


432 El teorema enunciado se verifica cualquiera que sea el número 
de puntos raíces comprendidos en el contorno supuesto. 

Será siempre posible descomponer el espacio abarcado por el 
contorno en diversas partes tales que cada una de ellas sólo conten- 
ga un punto raíz. Según los casos anteriores la proposición enuncia- 
da se verifica en cada uno de estos contornos parciales, por lo cual 
será igualmente exacta en la figura total. 

Las precedentes consideraciones son idénticas á las utilizadas 
por Sturm y Liouville para demostrar el teorema de Cauchy, al 
cual el nuestro es correlativo en cierto modo. 


e 


S 2.—Característica de las tres funciones consideradas. 


Admitiendo el concepto de característica de tres funciones de- 
finido por Kronecker y descrito detalladamente en el Traité D' Al- 
gébre Superieur de H. Weber (páginas 339 á 346), el teorema 
anterior puede enunciarse, siendo la función de coeficientes reales 


FIDA =p (2 y +1.y.0(z y), 


del modo siguiente: 


Teorema. —La característica del sistema de tres funciones ?, 9 y 
Fes igual á la diferencia entre los números de puntos de intersección de 
las curvas ?, 6, que situados en el ¿nmterior del contorno f' tienen res- 
pectivamente ordenadas (y) positivas y negativas; ó sea igual al exceso 
del número de raíces de E" (2) situadas dentro del contorno f con parte 
imaginaria positiva sobre el número de aquellas otras raíces ¿interio- 
res con coeficiente 2maginario negativo. (Corral. 

Suponemos que F' (2) y F” (2) no se anulan simultáneamente, 
siendo las raíces de la ecuación 


F(%)=0 


todas diferentes. La función real y entera F (2) sólo se anula para 
los valores de 2, que corresponden á los puntos de intersección de 
las dos curvas ? (% y) y 6 (2 y). 

Recordando el desarrollo en serie de las funciones + (x y), e (a y) 
que expusimos en el número anterior, es fácil comprobar la exacti- 
tud de las dos siguientes igualdades 


/ 


pd. 0 pl in id 


admitiendo para las derivadas parciales de una función con respec- 
to á una variable, la notación presente. 
El determinante funcional 


1 2 
[0 | PER AS pon = > [0 Lee Pe 2 0,0] = 


se anula cuando ¿”, y y”, son ceros ó cuando /, y 0, lo son tam- 


o 


bién simultáneamente. Tales circunstancias no pueden presentarse 
en un punto de intersección de ? y 0, porque entonces T (2) y 


POP, +41. y 219, +0+y.Y, 


se anularían al mismo tiempo, en contra de la hipótesis hecha. 

El sentido positivo sobre las curvas ? Ó 6 está determinado por 
el signo de la función en las regiones próximas del plano. 

Uniendo á las dos curvas anteriores una tercera función f (x% y) 
que igualada á cero representa una curva cerrada, se tendrá para 
valor de la característica de este sistema de tres funciones 

1 


(1) E == | Emo. 9s4;e0 | = 


1 


—=S (4; 0, o| 
aceptando los símbolos descritos en la mencionada obra de Weber, 
De la relación consignada anteriormente 
Pr = 0 ta Y - 0 


se deduce que 


y en definitiva 
Y. [ 0) > 
Para todos los puntos de intersección de las curvas e y 6 se ten- 
drá siempre 
y.[90]>0 
por cuanto entonces 4 = 0. De aquí resulta que en la región del 
plano donde las ordenadas son positivas, es decir, que y > 0, el de- 


terminante funcional [ y 0] será mayor que cero, por lo cual todos 
los puntos de intersección de y y 9 serán puntos de salida £S (4 0). 


OA e 


En la parte inferior del plano ó región de las y < 0, el determi- 
nante funcional [+ 9] es negativo, y todos los puntos de intersección 
de $ y o serán entonces puntos de entrada E (% 0). sip: 

Por todo lo expuesto se desprende que las curvas y y 0 en las 
regiones superior é inferior del plano no pueden ser cerradas, y 
tendrán ramas infinitas; pues de otro modo, á un punto de salida ó 
entrada seguiría necesariamente otro de entrada ó salida. Podría 
también ocurrir que las curvas ? y 0 fuesen cerradas, pero entonees 
tendrán que atravesar el eje de las x; de tal modo, que en la región 
superior quedasen los puntos de salida, y en la inferior los puntos 
de entrada. | 

Las curvas ? y 6 determinan una región rayada en la figura 5.2 
en donde el producto y . v es siempre negativo. | 





Fig, 5.2, 


Para aplicar á estas ramas de curvas el principio general de las ' 
características, es preciso transformar las curvas ? y y en curvas ce- 
rradas, uniéndolas entre sí por líneas arbitrarias, exteriores todas al 
contorno cerrado f (x y) = 0. La característica se determina enton- 
ces por la fórmula (1) una vez completadas las curvas, según indica 
la figura 5.2 

Los puntos de intersección complementarios así introducidos 
pueden ser puntos de salida ó puntos de entrada: los designaremos 
para distinguirlos por £” (p 0) á los primeros, y por E” (+ sp) á los se- 
gundos. 

Los primitivos puntos de intersección son llamados, respectiva- 
mente, por S (+0) y E (+ 0). Es de observarse que los puntos com- 
plementarios adicionados son todos exteriores al contorno f. 


— 13 — 

Como el número total de puntos de entrada es el mismo que los 
de salida, se tendrá 
(2) S(pO0+5'(p0)= E(p 0) + E" (4 0). 

Dividamos los puntos S (+ 0) en dos grupos: los puntos £, (+ 0) 
situados al exterior de f y los puntos £, (+ 0) interiores al contorno f. 

Igual clasificación puede hacerse con los puntos Y (+ 0) en E, (9 0) 
exteriores á f y E. (+ 0) interiores á dicho contorno. 


Estableciendo 16 caracteres de los diversos puntos de intersección, 
tendremos: 


(00) exterioraip ca —1 

A O O qe 
Es (9 MW exterioráf......... + 1 

EE (E: (9 0) interioráf......... —1 
SEPAN OA as — 1 

E*(p0) exterior ás... +1 


Como la característica. del sistema de funciones (.f, y, 0) es 2gual ú 
la semisuma de los caracteres de los diferentes puntos de ¿imtersección de 
¿y y 0, se tendrá entonces 


2K=—8+ 8 + E E. —8'+E 
igualdad que sumada con la (2), nos da 
(3) K= S.— E: 
recordando que evidentemente 
8 (p0= 85, (p 0) + $: (9 0) 
E (9 0)= Es (9 0) + E; (p 0). 


La cifra S. (+ 0) representa el número total de puntos de inter- 


sección de « y 9 comprendidos en el contorno f con parte imaginaria 
positiva, así como £. (+ 0) las raíces de F" (2) = 0 con ordenadas ne- 


gativas é interiores á f; por todo lo cual la igualdad (3) demuestra el 
teorema enunciado. 
S 3. — Raíces imaginarias conjugadas. 


Las consideraciones anteriores nos permiten deducir directamen- 
te la relación que existe en una función real, entre el número de 


RT, 7, BN 


sus raíces con parte imaginaria positiva de aquellas que tienen or- 
denada negativa. 
Sea como antes 


FlO)=+P9+1.y.0(0y) 
una función entera y real de la variable imaginaria 
2=X+1I.Y 
Llamando 
y .0(2 y = Y (2 y) 


será preciso que los coeficientes de /" (2) sean todos reales, á fin de 
que la función 0 (x y) sea también entera. Admitimos simultáneamen- 
te que F (2) y F" (2) no tienen factor común. 

Siendo el contorno f un círculo de radio suficientemente grande, 
la característica del sistema de las tres funciones f, +, 0 puede encon- 
trarse con facilidad y comprobarse que es igual á cero. Según el 
teorema anterior, resultará entonces demostrado que en toda fun- 
ción real el número de raíces con parte imaginaria negativa es 12gual 
al número de las que tienen coeficiente ¿imaginario positivo; Ó en otros 
términos, que si una función entera de coeficientes reales admite una 
raíz o. +1.f, también aceptará su imaginaria conjugada a. —2.g. 
Este conocido principio de Álgebra queda así establecido directa- 
mente, con independencia del teorema fundamental que precisa el 
número de raíces que tiene una función de grado »n. 

Haciendo uso de las coordenadas polares, será 


z= R (cos w +4. sen w) 
y como | 
PO A o cd + Ong a Ta 
deduciremos que 
vley=R".conu + IIS EN Ed DC o IN RA? cos(nm—2Yu + 
deidad +. Ran . c080- +4, 


W(xy)=R".senno + A. RT” sn(n—1)w + Mal R"” sen (n—2 w + 


A + 4, +. B.senw 


Las derivadas con relación á w son 


d Le n aa 
e > == — NR .sennw—(n—1),.R" a .senínm—=LDou—=..... AL 


—R :¿lr +q GONO 


a Je 


d Y 
du 





=n.R'.cono+(M—D.a.R"*.cos(n—=1) o + O — 
+4, ¡+ B.cos w 
La circunferencia de radio R se divide en 4 n partes iguales por 
lo que el ángulo central de cada uno de estos arcos vale 


T 


EN 





PA 


Para fijar mejor las ideas, en la figura 6.2 hemos adoptado n =3, 


440 





uy) 


e O 7 
Fig. 6.2, 


dividiendo la circunferencia en doce partes. Los puntos de división 
comienzan en v = — « y continúan del modo siguiente: 
E AA A (8n —3) a, 


A los intervalos sucesivos se les da una numeración corrida con 
los índices 1,2,3...... 4 m; de tal modo que el arco de índice » tie- 
ne por puntos límites (20 — 3) 4 y (2v — 1) a. 


—.16 — 


Durante los intervalos 1,3,5....... 4 n— 1 la función trigo- 
nométrica cos n w se conserva del mismo signo, si bien es sucesiva- 
mente positiva y negativa. En los segmentos 2, 4,6..... 4 n la 
función sen n w tiene siempre el mismo sentido, pero cambia alter- 
nativamente de positiva á negativa. 

Adoptando para R un valor bastante grande se podrá conseguir 





que en los espacios 1,3,5...... 4 n— 1 las funciones Y y - > ten- 
gan el mismo signo que cos n v, mientras que en los intervalos 
A en 4 nm las funciones Y y — 1% sean del mismo senti- 


dw 
do que sen nv. 

Como la función y cambia de signo en losintervalos 2,4,6....4m2 
durante los cuales su derivada conserva un sentido constante, se 
desprende que en los mismos f pasa por cero una sola vez. Con 
idéntico razonamiento deducimos que la función Y se anula una 


sola vez en cada uno de los intervalos 1,3,5:....4n— 1. 

Fácil es ahora comprender que en los puntos de división 
A (8n— 3). u el producto o». Y es positivo: es 
decir, que 


p¿. V=y.p.0>0. 


Para los n puntos anteriores que caen en la región de las ordena- 
das positivas (y > 0) el producto y . + es mayor que cero: luego en los 
espacios 2,4,6...... 2 n se encuentran n puntos E (f; y 8). 

Los puntos (4n +1).2<,(4n =D). 1... (8n— 3). a de. 
la serie anterior, se encuentran en la región de las ordenadas nega- 
tivas (y < 0), por lo cual el producto w. o es en ellos negativo: luego 


en los espacios 2N + 2,2N+4........... 4 n existen mn puntos 
S (F se, 0). 
Tendremos por tanto 
E(fi9,0=n S(fi9,0=nm 


luego la característica de las tres funciones f, v , e valdrá 


| 

A [Er 7» síi9.9]=0 | 
El número de raíces de F' (2) que tienen parte imaginaria positi- 

va es el mismo que la totalidad de raíces con ordenada negativa. 
Los puntos « = 0 y w = a de la circunferencia corresponden 


AA 
á los artos parciales de índices 1 y 2 + 1, cada uno de los cuales 
contiene un punto de intersección de 0, pero no de «o. 

Según lo ya demostrado; 


El córculo f estanelo dividido por el eje de las x en dos semicircu- 
los, cada uno de éstos contiene 


n puntos E (f; vw, 0) 
n puntos S (f; e, 0). 


T T . . 
+ Los puntos w = Ra O eo” de la cireunferencia correspon- 


den á los segmentos de índices (n + 1) y (3 n + 1), que son pares ó 
impares según que » sea á su vez impar ó par. Cuando » sea par, 
estos segmentos (n + 1) y (3m + 1) contienen cada uno un punto 
de intersección de 6, pero no de ?: así es que en los dos semicírculos 


. e E h a" 
separados por el eje de las y existirán respectivamente A puntos 


NS O, 0) y as puntos S (f; ? ,0). Siendo n impar, los arcos 


(mn +1) y (3 n + 1) contendrán un punto de intersección de +? pero 
no de 1. De aquí deducimos que: 

El círculo f estando dividido por el eje de las y en dos semicirculos, 
cada uno de éstos contiene 


ES puntos E (f; 7,0) y y puntos S(F;09,0) sines par, 




















SEMICÍRCULO DERECHO SEMICÍRCULO IZQUIERDO 
Fl — 1 

—— puntos E(£;0,9) y T=— puntos E(£;0, p) 
sin es impar...... a: | 

IP puntos 5 (450,4) y 2 puntos S (150, 9) 
ó inversamente 

E al 

Sp puntos E (f;0,%) y — puntos E (f:0; +) 
si mes impar...... 1 Cy 

IM Z santos S (450,9) y 23 puntos 8 (£;0, 9) 
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CAPÍTULO | 


culerianas de una función entera. 


S 4.—Definición de eulerianas. 


Sea 


m m—1 - m—2 
O da +0 A io A a e do 


una función racional y entera de la variable x; su primera deriva- 


da es 


m-—2 


dim) a. 2 A nt O PERTPN EE y ARE 


” et mn 
F(%A=M.4,.% 


Formando la diferencia 


m.flo—x.f(m)=a,.2” 4 A 


Him—D 4, 3 - e H]mMm¿4 


A 


m 


resulta una función de tan sencilla estructura como f”* (x), y que, se- 
gún probaremos, en la resolución de ecuaciones numéricas goza de 
tanta importancia como la derivada. En honor al ilustre matemático 


suizo Kuler, denominamos eulernana primera de una función entera 


á la diferencia que existe entre el producto de la función por su grado 
y el de la variable por la derivada de aquélla. (Corral.) 

La euleriana de la primera euleriana de f (x), es la euleriana se- 
gunda de f (x), y así sucesivamente. 


SS y ad 


Para designar la euleriana de orden v de la función f (x), adop- 
taremos una notación análoga á la que empleó Cauchy para indicar 
las derivadas diversas de una función, sustituyendo la D por una 
E; así, dicha euleriana v, será representada por el símbolo Ef. (2), 
y será de grado (m — 0). 

Comparando á E, f(x) con f (x%), se deduce la siguiente regla 
práctica: La eulerrana primera de una función entera de variable x, 
se forma multiplicando el coeficiente de cada término por la diferencia 
entre el grado de dicha función y el exponente de x en ese término; ó 
también se multiplica el coeficiente de cada término de la función por 
el número completo de términos que le anteceden, pero conservando 
siempre á la variable correspondiente su mismo exponente. 

El valor de la euleriana primera de una función puede exponer- 
se bajo otra forma algo diferente á la anterior. Así, en efecto, 


/ m MOM 
Efio)=m.f(0)—x.f (0)=—u" +l, E 
qe. M 
pero como 
POLEA PCE pro 
x | = 


se deducirá finalmente que 


E AA 


d 
4 
3 
¡ 


siendo f (1) de grado m en z. 
Sea ahora 


flyroc =D Aa. 6. a 


una función racional y entera de varias variables independientes 
2%, y, z, en donde los números v,6,y.... son enteros y posi- 
tivos, con una suma a+6-+y+..... que no puede exceder del 
grado n de la función, si bien se le iguala en un término por lo 
menos. 

El concepto de euleriana de una función racional y entera con 
una sola variable, se extiende á las funciones con muchas varia- 
bles; bastará para ello tomar la euleriana de la función dada con 
relación á una sola variable, como si todas las restantes fuesen can- 
tidades constantes. Se obtiene así la eulerzana parcial de la función 
con relación á la variable considerada. | 





ADO 


Siendo 
F(12y2)= 40 2?+a, y? +a, 2 +a0y a ez 


tendremos, según la anterior definición, 


Elfuy2=a,.e.y + a. T.2+2 ay +2.0,.2 


Efey=ad,2y+2a, x? +2a, 22+2a,02 


E¡f(0y=a,22+20,0 +20, y +2%a,0%y 


Teorema !.—La suma de las eulerianas parciales de una función 
homogénea de diversas variables, es igual al producto obtenido multipli- 
cando á la función dada por su grado y por el número de variables 
disminuido en una umidad. (Corral.) 

Sea, en efecto, 


EASY AUS 


la función homogénea de grado m y con n variablesx,y,2..... 0: 
Tomando las eulerianas parciales con relación á cada una de 
dichas variables, tendremos 


Elu=m.fl,y,2z a, A PA Y wm) 
Elfu=m.fte,y,z AS 0)—Yy. y (0,y,z a, w) 
E u=m.fle,y,z PE E OS Y w) 
Elu=m.f(,y,2 O AY 0w) 


lgualdades que sumadas ordenadamente nos dan 
DURE UE ón TER DAS DO AY w) 
recordando que, en virtud de un conocido teorema de Euler, 

MP AE pi AN AA MA A A as Zen O) 


Siendo la euleriana primera de f (x) una función de grado (m — 1), 
es evidente que la euleriana emesima será una cantidad indepen- 
diente de la variable x, que puede encontrarse fácilmente calculan- 
do las diversas eulerianas sucesivas de f (x). Así tendremos 


FO) AA AS HA 
E,f)=a,.0 420,0" 43.09.00 04 AS A 
Am Da O 
A AI an +0 
(1) A A Un cn 
O REO A 2.B.La, 200 Ss 
+ (m =1).(m—2).(m —3).a,, e 
MT AS Ma 


Es curioso observar que la derivada emesima de f (x%) vale 
1.2.3... m. a, mientras que la euleriana del mismo orden es 
O IN NEL 

Hemos afirmado que siempre E, f (a) es de grado (m — 1); y este 
particular necesita una aclaración importante. Cuando el coeficien- 
te a, es diferente de cero, claro está que E, f (x) posee el término 
a, . 2"? y entonces su grado será evidentemente (m — 1). Pero 
cuando a, sea cero, el. primer término de E, f (x%) será á lo más 
2 4,1" =* y su grado efectivo valdrá como máximo (m — 2). Esta 
circunstancia obliga á distinguir entre dos clases de eulerianas; efec- 
tivas y nominales. Las primeras son las que se calculan tomando de 
base el grado efectivo de la función; las segundas las establecidas 
de acuerdo con su grado nominal. E 

Según esto, es evidente que E, f (x) es al mismo tiempo la eule- 
riana nominal y efectiva de f (a); no ocurriendo lo mismo con las 
eulerianas de orden superior cuando algunos de los coeficientes de 
f (a) es cero. Así por ejemplo, sea la función 


fía) =a — Ta +54 
cuya primera euleriana vale siempre 
E,f(0)=-—21.0 +2.%—20. 


El grado efectivo de E, f (x) es 2, de modo que la euleriana se- 
gunda efectiva de f (x) será * 


E,,f(1)=20.2— 40. 


En todo lo que sigue, prescindiremos de las eulerianas efectivas 
para considerar solamente las diversas eulerranas nominales de la fun- 


A E A 


ción, que son las que ofrecen verdadero interés. Con tal acuerdo el 
grado de E, f (x%) se le supone siempre igual á (m— 1), cuya cifra 
sirve para calcular E, f (x) y demás eulerianas. Es decir, que las 
diversas eulerianas de f (x) estarán siempre dadas por las igualdades 
(1) aun cuando muchos de los coeficientes que allí aparecen sean 
. nulos. 

Reconsiderando el ejemplo último y asignando á E, f (x) el gra- 
do nominal de 4, se tendrá 


E, f(0)=—42.x0 +60..0— 80. 
El grado efectivo de la euleriana segunda es 2, pero de acuerdo 
con el convenio admitido supondremos sea 3, razón por la cual 
Es f(0)=—42.0 +12 .0%— 20. 
Aquí ya el grado nominal coincide con el grado efectivo, por lo 
que se deducirá inmediatamente 
E, f (0) =120 .% — 480 
E, f (a) = — 480. 
La actual observación sobre el modo de calcular las eulerianas 
sucesivas de una función, es importantísimo y debe tenerse siempre 


muy presente en las aplicaciones para evitar incurrir en lamenta- 
bles errores, tomando eulerranas efectivas en vez de eulerianas no- 


minales. 
Para fijar bien las ideas y eludir confusiones en lo sucesivo, con- 


sideremos diversos ejemplos prácticos. La función de sexto grado 
fla)=30 4.4 +7 


tiene las siguientes eulerianas: 


E,f(0)=-—12.0 +42 
E,f(1)=—U4.v +210 
E,f (0) =—2.0 +840 


E, f (a) = + 2520 

E, f (a) = 5040 

E, f (0) = 5040 
calculadas en el supuesto de ser los grados de E, f (x), E, f (2), 
Esf(w), E, f (a), Es f (x) respectivamente iguales á 5, 4, 3, 2 y 1. 


—.,24 — | 


S1 erróneamente se hubiesen tomado las eulerianas efectivas tendría- 
mos sólo las dos funciones 


E,fWM)=-—1.%0 + 42 
E,, f (a) = 126 


que no son de utilidad para nuestros desarrollos y las cuales nunca + 
se consideran. 
Sea ahora la función 


Po A a NS 


de grado séptimo; sus diversas eulerianas nominales valen 


E,f(0)=—20.0+2.x0—21 

E, f(0)=-—60.0 + 110 .0—126 

E, f (a) =— 120. % +440.. * — 630 
E,f (0) =—120.w +18320 . » — 2520 


E, f(x) = 2640 . x — 7560 
E, f (e) = 2640 . a — 15120 
E, f (a) =— 15120 
y han sido deducidas de suponer que los grados respectivos de 


Ef (2), Ej f (x), Ez f (2), Ha Jo); Es f(x), Es f(x), valen 6, 5, 4, 3, 
2 y 1. La serie de eulerianas efectivas es en cambio: 


/ 


E,f(0)=—20.0 +2.x—21 
E, f()=48.x— 63 
En (0 =-=63 
de las que prescindimos por completo. 
Queda así, pues, entendido, que en todo lo restante de esta obra 


y aun cuando no se manifieste explícitamente, las diversas euleria- | 
nas de una función son siempre sus eulerzanas nominales. | 


S 5. — Las eulerianas como instrumento de cálculo. 


La euleriana de una potencia de la variable, es 2gual á cero, pues 
siendo la función dada 


f()=u" 


> 


en donde m puede ser entero ó fraccionario, positivo ó negativo, la 
euleriana valdrá 


m m m-—1 
E, xe =Z])M.L —L.M.L =0: 


La euleriana de una cantidad constante es 2gual á cero, según pue- 
de comprobarse fácilmente. 


Teorema l.—La euleriana de una suma de varias funciones es 
agual á la suma de las eulerranas de cada función aumentada en los 
productos obtenidos, multiplicando cada una de ellas por la diferencia 
existente entre el grado mayor y el suyo propio. (Corral.) 


Sean las funciones 
u = f (x) v= q (x) 


de grados respectivos m y n, si bien m > ». 
La suma de las dos funciones 


y =u +0.=f(0) + e (2) 
será evidentemente de grado m, por lo cual 


E, y=E,U+v0=m.[f(0)+9$(0)]—x%.[f (0)+9$(0)]=m.f(0)+ 
A ACES a AO el AE 


Como además 
E, u=m.f(0)—x.f'(0) 
E, v=n.¿(0)— 2. (2) 
resultará en definitiva 
E, (u +) =E,u+ E, v+(m— n). 9 (o), 


Para probar que el teorema es general cualquiera que sea el nú- 
mero de funciones, supongámoslo cierto para (n — 1) sumandos y 
demostremos que también se verifica para uno más. 

Sean las n funciones 


LAW LW, S(0)..... EAS A 


cuyos grados respectivos M;, , Ma , Mz ..... Ma , M, satisfacen las 
desigualdades 


M, > M, M, > My MZ OA M, > May M,_>M, 


A 


La suma total 


IL OD ERAWTAR MA ET E ON 
puede ponerse bajo la forma 
y EA] o) 
haciendo 
USA DEAR +..... Hd ON 
Como u es de grado m, y f;, (x) de grado m, < m, , tendremos 
E, y =E u+E, f, (0) + (m, — My) ze (2), 
Verificándose la proposición para las (n — 1) primeras funcio- 
nes, será 
E u=Ef (0)+Ef(0)+... Ef, (0) +(m, —mo) fo (00) + 
hos. .+ (mm, Ay, a) h 
y entonces 
E Yy=E LL MT ERQOITE RRA O A o 
Y (m, - Mo) «Folo) + (mm, — Mg) Fa (A+....+ 
sE (m, — Mp) > F, (2) 
de conformidad con el enunciado. : 
Consecuencia de este teorema es la regla práctica que dimos en 
el número anterior para formular la euleriana de una función ente- 


ra, pues basta considerar que cada uno de los monomios que la 
forman, es una función de la variable x, cuya euleriana vale cero. 


Teorema ll.—La eulerrana de un producto de varias fumciones es 


agual á la suma de los productos que se obtienen multiplicando la eu- 
lerrana de cada factor por todos los factores restantes. (Corral.) 

Sean las dos funciones f (x) y y (w) de grados m y n, respectiva- 
mente; su producto 


y =$ (x). p (2) 
es de grado (m + mn), por lo cual 


E, y =f(0).p(2).(m+.n)— 2. [7 0.«0+ e'().16) | 
pero 
E, flo) =m.f(0)—x..f (2) 


E, 9(2)=n.9 (2) —<. q! (x) 
así es que 


E,y=9(0).E,f(0+$(0). E, 9 (2) 








A MA AA E A ARA e rra 


NO 


Demostrado el teorema para el caso de dos factores, se puede 
comprobar por un sencillo razonamiento, que es ciertotambién cuan- 
do los factores son en número de ». 

EsemPLo.—Sea el producto de tres factores, 

y=(10 +4.22—7).(aé—8x?+50x).(2%—1) 
cada uno de ellos función entera de la variable x. Las eulerianas 
respectivas de dichas funciones valen aisladamente 
E, (0 +40 —7=120 — 35 
E, (0 —8.0+5.0)=—80 +10.% 
E, (e-1)=-—1 
luego la euleriana total será 


E,y=(12% —35).(0 —80+5. REO 
(A +4.0 NA Di (ada NA Ba DO) 
y realizando operaciones indicadas obtendremos 


E,y=-—9.% +2. —30 —144.0 +2%4.0 +28.0 — 
— 385.0 +280 « 


Teorema ll!.—La eulerrana de un determinante cuyos elementos 
son variables independientes, y tomada dicha eulerrana con relación ú 
una de ellas, es ¿igual al mismo determmnante en el que se pone cero en 
lugar de la mencionada vartable. (Corral.) 

Siendo los coeficientes de una línea 


variables independientes, el desarrollo del determinante P por di- 
chos elementos valdrá 


A a Te a ER 


Tomando eulerianas, con relación á una variable cualquiera, se 
tendrá 


O E E e ni boa ai 
da 


y este resultado es, evidentemente, igual á sustituir en el determi- 
nante dado la variable x, por el número 0. 


Ara Ta: 


Así por ejemplo la euleriana del determinante 


e y 
MS 2 1 4 
3 5 
tomada con relación á x vale 
0 Yy 
2 1 4 =D 
3 5 


lo cual puede comprobarse fácilmente. 


Teorema IV.—La suma de las eulerranas parciales de un determa- 
nante con relación á cada una de las variables independientes, es 2gual 


al producto del mismo determinante por su grado disminuído en una 
umdad. (Corral.) 


Siendo como antes el valor del determinante 
L=G 1 To A a a 


se tendrán las siguientes expresiones para cada una de las euleria- 
nas parciales 


O O A El 
poe PAE O A US Te 
EN P= URETA IA + 2. La 
EA PS WS a 
cuyas igualdades dan sumadas 
EA PUEE PERRO FTETPSNM-D. 0% 
+tm—D.20.% +nm—D.%.% + ESA + (n—D. 0, -X, 


resultado que enunciamos. 


La suma de las diversas eulerianas parciales del determinante 
2 


2 2y z 4u 
pl —3 3) 2 
4 9 pl 6 
7, 3 id 5 


es igual al mismo multiplicado por tres, según se comprueba reali- 
zando su desarrollo. 


A DE 
a 





HET, y pi 


Teorema V.—La euleriana de un determinante, en el cual todos 
sus elementos son funciones de ¿igual grado y de la misma variable, es 
la suma de los determinantes que se obtienen sustituyendo sucestvamen- 
te, en vez de los elementos de sus líneas, las eulerranas de ellos mismos. 


(Corral.) 


El desarrollo del determinante según sus diversos elementos vale 


» 


a 
“4 (ij: Qro... .. App 


OOOO da Ann funciones todas del mismo grado y de 
igual variable x. 
La euleriana de la suma de estos productos, de grados entre sl 


iguales, será, según el teorema I, la suma de sus eulerianas, de modo 
que tendremos en virtud del teorema II 


A rn a E Gan E 0, + 
+ 2.5 05, «Leg de, de da E ANA 
+F235 ay Ao Ugg ES 0 Can Y AE 
FEE My + log + Ogg + O 1 1 Pp NA 


cuyo resultado concuerda con el enunciado. 
Así la euleriana del determinante de tercer grado vale 


E, A a 


12 A Ay E, 41, %3 %1 Wo E, 413 
E, 4oy Woo Az | F|%oy E, doy Uog | TF | Loy Wo E, 4,3 
E, dz, aa gg day LE, 4yzo Ugg LES] day E; dg 


y de un modo análogo para grados superiores. 


Teorema VIl.-—La eulerrana de la potencia m de una función es 
¿igual al producto de dicho exponente por la (m — 1) potencia de la 
función y por la euleriana de la misma. (Corral.) 

Si en efecto 


m-—l1 
=u =U4.4.u..... u (m veces) 


la euleriana valdrá 


Cuando m en lugar de ser entero sea un número fraccionario 


Mm = — 


q 





dE NE 


el teorema es igualmente cierto; pues entonces, de | . 
A B 
UT 
deducimos 


yl =P 


é igualando las eulerianas de ambos miembros 








— 1 7 
ay  .Ejy=p.4U Eu 
de donde 
pi | MS Eo 
E, y=2. —.Eu=2 e EH m=2 w 9 e 
q q p- q 
“ q 
En el caso de ser m negativo 
NL 7 
y =u = — y.u =1 


u 


por lo que tomando eulerianas 


un E y+m.u" .y.E,u=0 
luego 


—m_— 1 
E,y=—m.2.E,u=—m.0u . E, Y 
0 


1 


lo que comprueba la exactitud del teorema, aun en este supuesto. 


Teorema VIl.—La euleriana del cociente de dos funciones es igual 

á la eulerrana del dividendo por el divisor, menos la euleriana del da- 

visor por el dividendo, partido todo por el euadrado del divisor. (Corral.) | 
Sea | 3 


de donde tomando eulerianas | 
v.E, y +Hy.E,v=E, u » 
por lo cual 


7 
VE, 1 SE 074: 0. =E,4=-=2. E, 0 


y finalmente, conforme al enunciado 


v.-E,u—u.E,v 
E, y = - . 
Ys 





Z 
V 





Mi 


da pas 


Teorema VIN.— La euleriana de la raíz de una función es agual al 
producto de dicha raíz por la euleriana de la función, dividido el re- 
sultado por el producto del índice por la función misma. (Corral.) 


Teniendo 
m 3 LA 
y=Vw a ES 
deduciremos 
moy? E, y=E,u 
por lo que 
m —_—_—_— 
E, u E, u E,u. yu 
E, A E E EII A TOTANA ARISTA 
m. y A DER nuse 
ALAS 
Vu 


S 6.--Euleriana de orden ¿ de un producto de dos funciones. 


Vamos á probar la exactitud de la siguiente fórmula: 


1) 


Ep (4.0) =u.Ep 0 + LÉ. Eu. Ep 0+ A 





plp—D---(p—k+D 
— ad oe o e o 0 
A > Ep 0 E, 040. Epu 


en donde u y v son dos funciones enteras de la variable x , cuyos 
grados valen, respectivamente, Mm y 2. 

Como la anterior relación es cierta cuando p = 1, para estable- 
cer su generalidad basta demostrar que si se verifica para (e — 1) 
ella subsiste para el número ?. Á tal fin, en la igualdad supuesta 
p=1 

1 





Eo_y (Wi i=u: Ep_ + 


OO 2) 
ES 12 
lp =D(pe—-D.....(p—hK) 
A a 

1 


ls 
APIO 


- Eu. Ep_¿0 + 


= 





«Ey ¿4.E,0+0 : Eo_, YU 


se tomarán las eulerianas de ambos miembros; y observando que 
todos los sumandos de que se compone el segundo miembro son de 


aid DN 


grado (m + n— + 1) tendremos, según los teoremas I y II de] 
número anterior, que el coeficiente del término E; u . Ep_, v vale 


pr Di da =D Lp (p — k) 


A l A 
q AE o 
PEN PES ES 
A La E DR 
de LO O 


De este modo queda confirmada en todas sus partes la exactitud 
de la fórmula general para el número £. 


S 7.—Expresión de la derivada enesima de una función cuando son 
conocidas sus n primeras eulerianas. 


Por la definición misma de eulerranas, podemos escribir imme.- 
.diatamente 


(1) E, f(2)=m.f(2)—x..f' (2) 

(2) E, f(2) =(m—1).E, f(0) —w.|E, Fx)! 
(3) E, f (0) =(m— 2) .E,f (a) —v.[E,f(0) 
(4) E, f (0) =(m-—3). E, f(x) —%.[E,f(0)] 


E A AA A E A CRE E IS AA A NA 


De la (1) deducimos 
(a) 2. (2) =m.f(0) — E, f (2). 
Como 
[EFD =[m.f()—2.f (0) =(m—1). f' (2) —w.f” (2) 
la igualdad (2) se convertirá, con auxilio de la (a), en 
(b) e. fM)=m. (m—1Df(0)—2. (m — ve E, f(%) + E, f(x). 
De igual manera 
[EIN | On —DE,f(0)—0. [E f)]' | = (m — 2). [E, f(0)]' — 
—2.[(m—2).f" (1) —x.f"(2)] =(m—1).(m— 2). f (0) — 
—2m—-9).0.f() +0 .f" (2) 
cuyo valor sustituido su (3) y valiéndonos de las relaciones (a) y (b) 
nos dará 


(0) %.f"()=m (m — DES 2) .f(2) —3.(m— 1).(m— 2). E, f(x) + 
+ 3.(m—2). E, fe) — E, f(x) . 


> 
(x), hallaremos primeramente el valor de 
[E, $ (0 ] 


y d>spués sustituyéndolo en (4), con auxilio de las igualdades (a), 
(b) y (c), obtendremos | 


4 IV 
Para calcular 2 . f 


o 


(d) et Ss (2) =m(m—1).(m—2).(m—3) f (%) —4.(m-— 1).(m—2).(m —3). E, f(o) + 
+6.(m —2).(m—3).E, f(2)--4.(m—3).E,f(0)+ E, f (0. 


En general, siendo f (%) una función entera de grado m, pode- 
mos escribir 
a" CO 2 ;=m.(m—VD.(m—2Y....(m -n+1).f$(0) — 
—n.(m—D.(m—9....(m - n+ D.EFO+ 
: 295 | » 
il (m — 2).(m—3D)...... (m—n +1). E, f (0) — 


A — 1). (7 —2) 


1.2.3 -(m—3).(m-4...(m-n+1).E,f(0)+-... 


LR cl dt 
Mo APARTA 


A +(-=1".E,f(0. 


La generalidad de esta fórmula quedará demostrada probando 
se verifica para el exponente (n + 1) cuendo la supongamos cierta 
para n. Tomando, efectivamente, las derivadas de ambos miembros 
de dicha igualdad, exacta por hipótesis, tendremos 


(m—pg) .(m—p—1) (m—n+D).E fo0+ 
p 


AD Os AP A= mM. (m—D (m9)... (m— + D.F (m— 
—n.(m—1D....(m—n+1). [E, f(x)] + 
0 m—2Y.(m—3)....(m—n>—1). [E, f(3)]— 


de a 2 4 2 aa mM ED [E] + 


e 2 nín—1).(n—2)....(n 
Srl): E RPALTE RIAS 





pero como | 
o A : 
| 2,7 | dd (m— 1) . E, f(x) de E, f (%) 


x 


=$ 
¡e (m-2:E,$()  E,f (o) 


[ 2,760 || = (m =p) - a — Lo + 14 (0) 
podremos sustituir estos valores en la relación última multiplicada 
por z; así procediendo, se obtendrá: 
AL READ (A an, O (a) = 
=m.(m—D.(m—2)... m—n+1).|[m.f(0) — E, f(0)] — 
—n.(m—1).(m—2).....m—n»n+1).|(m — 1). E, $ (2) — E, f (u)] + 


A eE (m—n+1D . [(m—2) E, f (0) — E, f(u)] — e 
ato AA .(m- p) (m—p—1)...(m-n+1). (mp). Ep f(2)= Ep y F(%)] +. 


. n n . 
Poniendo en vez den.zx ..f (x) su valor supuesto; teniendo en 
cuenta que 


n(n—1) cd DES (m+1) n.(m—1).(n—2) nín—1) —(n+D).n.(n—1) 
1.2 AAA 11900 EIC PERA 


y en general 











n.m—1).m—2)...... (n—p. +1) y A m—D.(nM—2)...(M—p+2_ 
1 O WURTEA a 
Eo OS La IS (n— p + 2) 
Al 1H p 


se obtendrá, conforme lo afirmado, 
RD ES CO, Mi LA (m—n» +1).(m—»).f (a) — 
— (n +:D) .(m —1).(m — 2)... (m — 1). Ef (0) + 


e A O Fl. .....+ 


1 E 2 n 
+ (E O PE Did -0) m- -9).Ep $ ea RH=D:: Eo VILA] Fx) 





3 8.—Expresión de la euleriana enesima de una función, cuando son 
conocidas ; sus n primeras derivadas. 


En virtud de las relaciones consignadas en el número anterior, 
se deduce inmediatamente: | 
(1) E,f0)=m.f 0)—x%.f' 12) 
(2) E, =m.(m--D):f(%) -2.(m—1.0%.f (1) + af (a) 
(3) E,f(0)=m.(m—D.(m—2).f$23)—3.(m—D.(m—9.2f' (0) + 
Hd da A ERAN) 
44) E,f(0)=m.(m 1).(m—2).(m—3)f(0)—1.(m—1).(m 2) (m-3).2.f0) + 
+6.(m 2. (m—3).02.f"(2)—1.m-3).23.f(x+-uat.f" (2) 


y en general, 


LA) Eto =m.(m—1).(m — 2) ...(m—n+1).f(4) — 


¿-(m—1).(m-—2....(m=n+1).c.f (a) + 
a 100 1) .(m—2).(M—3).....(mMm—nNn+ E y 
[Lit A : ea (Mm. —.3). (mm 74) +. .(m —n +1) - a, (2) + 
A E AAA -(m-p=1)..... (m—n+1). 22. Fx) + 


LI p 
A E a pá 
La exactitud de esta fórmula, cualquiera que sea el valor.de 2, 
se demuestra por el mismo razvnamiento del artículo anterior, con 
la diferencia de tomar eulerianas en lugar de derivadas. Todos los 
términos del segundo miembro de (A) son de grado m, pues £P (a) 
«es de grado (m — p); así es que la euleriana de dicho miembro será 
la suma de las eulerianas de cada uno de sus términos. 


$ 9.—Desarroilo de la función entera f (x + h) conociendo las 
euierianas de f (x). 

Según la fórmula de E | 

k , q? 

Fla +h=fit) + h A A ys Ci El e PEA 25 


A y ms 
A 


siendo f (x) una función entera y de grado m en la variable 2. 


pd 


Sustituyendo por las diversas derivadas, sus valores 
m f(x) — E, f(x) 
x 


f' (2) = 
| a (m->1.$)—2.(m — 1), E, $ (0)+ E, f (2) 
dis RA 
m.(m—1D.(m— 2 .f(0)-—-3(m—1).(m— 2). E, f(2)) + 
IS RA 


+3. (m>— 2). E, f(x) — Ey f (2) 


3 
LAR 


== E OA 





mi . f (%) — mi! E O4 ELFO) 


FS 


m 
Xx 


encontrados en el $ 7, quedará en principio resuelta la cuestión. 


Para obtener una fórmula sencilla, sacaremos en el desarrollo. 
así conseguido los siguientes factores comunes; 





h LEA 1 h” 
0. Eo), a AS aa HIS 
y teniendo presente que 
a+ 14m 0 MD a MC 
Ad + (Mm 


nos resultará en defmitiva 


f0+mD=F(). ( +2) a 


AS OROA (1+2) A E, $ (a) — 
, » m-— 3 y3 
ENE (+ SS + 
1 hn" 
NE o TA 


Esta fórmula nos permite definir la euleriana de una función 





a E 
entera con independencia del conocimiento de su derivada. Así, en 


efecto, designando por A y el incremento recibido por f (x) cuando 
zx se transforma en (x + h), tendremos bed 


y+tAy=f(2=h=f(0)4+A f(x) 
siendo fácil ahora comprobar que dd 


ro (+ 1] 70 


cuando el incremento » tiende á valer cero. 


E, f(x) = límite de 


B|] 


S 10.—Producto de las diversas eulerianas de una función 
con relación á sus raíces. 


Sea la ecuación de grado m 
II AE ii A E RE dd di 
AE A O 


cuyas raíces, diferentes entre sí, las llamaremos 


X, ,T,, To, Je 


y por lo cual : 4 ] 

(2) f(x) =(u— v,) ale CN E (x— 2,). 0 (e tm): 
Tomando en (2) eulerianas con relación á x , se tendrá 

(a) EF(0)=—0, (0%) .(1—%)...... (1 —%,) — 


— E, (1—x,) s (1%)... (1—2,) —2, (1—x2,). (2—2,). [es Le .(2—x,,) E 
EZ .n.... RS a) (0 1)» 
en cuya igualdad, haremos sucesivamente | 
A a o De Y 
obteniendo así 


di ES (2,) ==, (2, — XL) (a, 0 X,) A (2, — 2 7) 
Ef (2,) = — 2%, + (1, —*,) (9, — Woo.» (2, — oí) 
E, f (23) = - %3 (2, — 2,) - (%3 — Lo)...... (2%, -- 2) 


A A as, 5 ar AI] EIA AAA A AAA AAA A ¿a Ela 0,4 .....0,.0.0"70- 0 qa. .”u 


o 
Multipliquemos ordenadamente estas igualdades observando: 

1.2. Que atendiendo sólo á los primeros factores, el signo del pro- 
ducto total es ( — 1)”. 2 

2.2 Que si existe un factor binomio tal como (x, — x,), ha- 
brá también el contrario (x, — x,), valiendo el producto de ambos 
SS a.) : circunstancia que repitiéndose para todos los res- 
tantes binomios diferentes, dará al producto completo el signo de 
E Y : 

3. Que en tal virtud, el signo del producto total valdrá 

CADA y” = (— Pd (m + 1) 


por lo que en definitiva 


E, (0) - EF (2) ES (0) 0... E, (2,,) 
(3) E A AN A o (7, — 2.) x 
X (LD) > (Ly Ec (4, — 2.) (ny A 

Según un teorema análogo de Wandermonde 
EN AE 
=D Ta — Na (0, — 2.) x 
a (a EA 

obtendremos la igualdad 

E, f(%,) . E, $ (29) - E, S(2)----.... E, f (2) = 


= (=D. E) LA) SAN 
transformada en 
Ef (2,) - E,S (2,). E, $ (2) AN 
A E NE F" (Ly) 
si recordamos que | 
ER SS E 


La relación (3) es la que buscábamos. 





== B9 le 


S 11.—Sumas de potencias semejantes de las raíces 
de una ecuación. 


La igualdad (a) 
guiente forma 





AS 


0 s 


E, f(2)= > Ly 5 
1 


Todas estas divisiones indicadas son 


una cualquiera de ellas on 


del número anterior, 


> 
lO 


2 


477) 


puede ponerse bajo la si- 








A . m 


exactas, pues el residuo de 


es f (x,), cantidad nula por ser z,, 


raíz de la ecuación f (1) = 0. Efectuando el desarrollo de la prime- 


ra fracción, tendremos 


x E É, = 70 E 
E 3 + x, En Ma j qa? qe EL AN +x) 1 yo 
EL 
2 m-—2 
== dy —+ a, .%, Hd; *, +4, -*, 
+ 4, Ay Y, Ag. xy 
de ds a, ei 
+.. 
da 
luego 
me 
y LS 
A 2 
7 m-—1 2 m-—2 3 m-—3 m-—4 IA 0 
=—X, = Xx, X —X, Xx e A x A A EZ. x 
E 3 m-=—l 
| ed AS, 
paa 2 m-—2 
Ay Y, — a+” A 
ELA 
Pais: | e ió 
O 
Designando por 
3 E=x+ a; 
2 
f, (4) = x + a, + A) 
2 
Diro=*+0+a,:+a, 
m-—1 m-—2 m-—3 
AF m1 4) =* 9, x Ta PA A as 


ua Pa 
Fx) 


el cociente — x, . SA ea podrá ponerse bajo la forma si- 
1 
guiente: 
f(x) : m-—1 y m-—2 m 3 
a pase A —= Af (*).> — 4 fa (a). — 
> m—4 
— A Sy (*,) Eb ad. AF m—1 (41): 


Si cambiamos x, por x, obtendremos el valor de - x,.. OE 


> Ya 


x S 2 
de un modo análogo hallaremos el de — zx, . EA y así sucesil- 


3 aa 
x Lo 


vamente todos los cocientes que integran 4 E, f (x%) . Sumando los 
resultados obtenidos, se encontrará 


E, f(x) = | E =S TA LR 


y como por otra parte 


EXFO=AA A Ec 


+] MIT A AA A 


luego deduciremos, igualando los coeficientes de las mismas poten- 
cias de x, que 


(2) 


Siendo ¿ un número cualquiera, la suma 
ER p p P 
Y +, + Xg A e, TE 


es una función simétrica de las raíces que puede expresarse racional- 
mente por medio de los coeficientes de la ecuación dada. En virtud 


RNE 


de las igualdades (1) y de la notación adoptada para representar la 
suma de las potencias de orden £ de las raíces, se obtendrá 


S[=% .£ (41)] =— 8, — 0,8, 
S[=%,.£(41)] = —8— 0, .8 — 0.8, 
ML A 
— Mg 8 TT A AB 
igualdades que unidas con las (2), dan 
a, + 5, =0 
A o 6 
RETO, 89 707.878.070 
(3) Sa 83 1 0.8 70 +8 54.a, =0, 
AA US A a NES PI pt AS me 


> +4 1:8 +4M-0, =0 


que es un sistema determinado de ecuaciones debido á Newton y del 


b. 


», 





cual se deducen los valores de 8,, 8,, 83 --..- - 8, en función racional 
y entera de los coeficientes Q,, %a, %z--... A, , AsÍ como también per- 
miten expresar racionalmente las funciones simétricas elementales 
e a,, por medio de las sumas sp, 

Las funciones simétricas $,,. 87.+...- S]” pueden calcularse tam- 
bién del modo siguiente: según hemos visto 

E, F (x) 7 NE E Ed EOI Si 
Xx) AAA A AA a, 
































<ó: 1 1 P Y, 
SS de SE 7 e. + Ys 
e— ox x 2 3 m 
Y 1 x 
e. 24) Xx E Sao 
2 2 2 2 2 
a on - 3 ANS + o 
2 . x 
...o.. . . . ...o...o. o. OD. ... . .. « .. ..o.oo . 00N1...kÁ.0. .oo oo .x.u.....o.. e... . .. 
2 2 3 m 
*m m m “mn 1 a 
a a 
m Y. 2% 


tendremos la igualdad 


A ES CUL S.. a uy 
(4) PA o a A A E —_z — RA e 


AAA 7 


Y 


Boss, lo als 


E 1 
Haciendo x = v llamando 
pe 


MES 











ES 
la relación (4) toma la forma 
dE (z) sl 0 1 2 3 m—1 
JO Sr 221789: 2188 A a O ES AA 


Realizando el cociente de F”, (2) entre F' (2) según las potencias 
ascendentes de las variables, el coeficiente del término que ocupa el 
lugar ¿es la suma de las potencias de orden p de las raíces de la 
ecuación dada f (1) = 0. 


> Elx) ás re MA 
S 12. —Valor de 710 cuando para x= a se reduce á d 





Supongamos que el cociente de dos funciones enteras de la vya- 
riable x tal como 
F (x) 
F (x) 





¿ - . 0 
tiene el valor indeterminado cuando se haga x = a. Deseamos 


investigar el verdadero valor de dicha fracción haciendo desaparecer 
la mencionada indeterminación. 
Según la fórmula encontrada en $ 9, sabemos que 


AS O , m— 1 
P+m=FG)- (1 +) = (1+ + A 
m--2 a 
+ li AS 


in n— 1 ' 
a E 
AA 
Has (i++) ¿E E HS 


siendo m y n los grados respectivos de F (x) y f (x%). De aquí la 
igualdad | ¡ 
m-—1 1» 


en h 1 ANTAS ? 


F+h) 
ERE py AS h RR 
Fo. (142) 1 a — EFG) + HH) 0 e II NA) Tacens 
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que se verifica siempre cualquiera que sean los valores de x y de h. 
Haciendo x= a y teniendo en cuenta que por hipótesis 


FlY=0.. fía=0 


obtendremos: 


3 == h 27 A Eg F (a) — 
Fla +h) US a a EIA Ta sá die: AER 
h 


EE AOS a AN EAS ers 
(1 +-7) Oi O 








A a 
- h m-— 3 y 

er 14 dela NA a 
7 / h n—3 pe 

PE + O Ra 


dividiendo por z. el numerador y denominador del segundo miem.- 


bro 
F (a + h) eE 











1 EMNUE 2 pl 
129,8 ( Í 2) a? Es F (a) + Ns ade 

E: h n— 3 h 
2 1.9.3 (1+2) e Es f (a) + sm. 


en donde sustituyendo definitivamente O por h se encuentra 


Fa E, F (a) 


Fla). Ef) 





Caso de que también 
ON E Fa 0 
entonces el verdadero valor de la fracción sería 


F (a) A E, F(a) 
CITO 
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Si resultase que las primeras p eulerianas de FF (%) y f (x) se 
anulasen simultánsamente para x = a, se tendría entonces 


F (a) Les Ep +; F (a) 
PD ENS) 





Luego para hallar el verdadero valor de la fracción a que con 
la cifra x= a de la variable toma la forma indeterminada de = , 98 
calcularán las eulerranas simultáneas y sucesivas del numerador y del 
denominador, pomendo'en cada una de ellas a por x, hasta llegar á un 





cociente distinto de > , que será precisamente el valor de la fracción 
dada. (Corral.) | 

La regla anterior puede emplearse, en lugar de la muy conocida 
de Mr. L'Hospital (véase Algebre Supérieure de Comberousse, páginas 
611 á 615), cuando se trata de una fracción cuyo numerador y de- 
nominador son funciones racionales de la misma variable. 


EsemeLo 1. —Sea la fracción 


EVE, ¿9.4 +8. —7 2 +8.x—40 


f(x) A A e LA e bl 





que toma la forma de == cuando x vale 2. Aplicando nuestro pro- 
cedimiento tendremos 


EF. —9.4+70.7 292.4 +3386.x 200 
EF (%) E E ES E A 


= > cuando x=9 


E, F (x) TOPS AAA e? 1511008 +7 800 EA 
ES A 
A E | | 
= y" cuando * =2 
ESF) 444.4 4 20165: 2400 
Es f (+) 36.1” 1 988.1? —480.x — 1920 — 1440 


en E 
=*30 cuando rx = 9 
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El verdadero valor de la fracción dada es, pues, 6 - (Véase Ál- 
gebra, de Sánchez Vidal, tomo II, pág. 131). 
EsempLo Il. — Encontrar el valor de la fracción 
PAYA a ELO O a 
f(x) O ES PAE O Y IA 
cuando z = 1. Tomando eulerianas obtendremos 
E, F(x) E o E 0 
RH == Gm = — paraxr= 1 
E, f(x) A o, O ES 0 
6 
E, F(x q Es 
AA Ud LAOS O e PR el 
E, f(x) 24.12 60. +36 0 
así que el verdadero valor de la fracción es — %, cuando x= 1. 


Esempro 111. — Hallar el valor de la expresión 
m m 
—a 
n n 
xx —a 
cuando se hace x = a. Aplicando nuestro método se calculará la 


euleriana primera del numerador y la del denominador, encontrán- 
dose así 


m m m 
Ai Cd ATA A A m>—n 
AS A A A 
o. AS! 


que es el verdadero valor que se buscaba. 


S 13. —Raíces múltiples de una ecuación. 


Teorema l.— La condición necesaria y suficiente para que un nú- 
mero u distinto de cero sea una raíz de orden n de f (x), es que E, F (0), 
A ARA E__,f (u) sean mulas y que E, f (u) no lo 
sea también. (Corral.) 

Siendo « una cantidad arbitraria, la fórmula del $ 9 nos dará 











de: x—0 e 1 
ro=ro (ir Y (E) rm 








Ai 0 2 
+ EEE (1 a ) E, f(0) — (1) 
x — ay PA 
1 73 A (1+ ) AO Lo a 


o 


Si y .es raíz de la ecuación dada, entonces f (.)=0 y 





1 zx 5 Y 
ES EAS its o. ) E, f(a)+ 
1 (x — u) ( x —0 JE 
A 07 1 + Es FDA 


de donde haciendo x = o, Se tendrá 
11(0)=-=—.E,f(6. 


De aquí resulta que si fuese raíz doble de f (w) y distinta de 
cero, la función f, (x) se anulará para x = «. , luego 


E, f(a)=0 


desde el momento que « al 
Si inversamente se supiese que para el número « 


f()=0 E,f()=0, 


la fórmula (1) nos demostraría que en tal hipótesis, f (1) es divisible 
por (1 — a)", lo que indica la duplicidad de la raíz -.. 

Continuando este razonamiento se comprueba la exactitud del 
presente teorema. 

Teorema Il. — Si las n primeras derivadas de una función se amu- 
lan con esta para un cierto valor de la variable (a =|= 0), también serán 
¿guales á cero las n primeras eulerranas de dicha función. (Corral.) 

Las fórmulas encontradas en el $ 8 dando el valor de la eule- 


riana en función de las derivadas, prueban que si para x = / se 
tiene | 

fa) =0 F'(a)=0 FOO f£U%(0)=0 
también se verificará que 

FOO TE, fe) =0 7 E, 0) =D pa E, f(0)=0. 


Recíprocamente si las n primeras eulerranas de una función se 
amuilan como ésta para un cierto valor de x =|= 0, entonces se anularán 
también sus n primeras derivadas. (Corral.) 

Las igualdades del 8 7 comprueban que si para x = y se tiene 

fl)=0 E,f(Q=0  E,f(a)=0..... E, F(u)= 
también se deducirá que 


E 
FWO=0.  Fi=0. f0=0.....1M()=0 
Para reconocer sl una raíz y de : 
LR 


es múltiple, bastará irla sustituyendo sucesivamente en cada una 
de las funciones 


Ef), Ef), Ef)... Em F (*) 
hasta encontrar la primera que no se anule; si resultare ser Ep f (2) 
entonces la raíz , será de ordea e. Si la raíz considerada no hiciese 
cero á ninguna de las eulerianas anteriores, será entonces una raíz 
sencilla de f (1) = 0. Pe 
Las raíces múltiples y del orden n de f (x%) = 0, son múltiples del 
orden (n — 1) en E, f(x) =0 , pues entonces 


E,f(0)=0 E, f (0) =0 Eyfl(a)=0... E, -,f(0)=0 


ó sea que las (n — 2) primeras eulerianas de la ecuación 


E,f()=0 





se anulan para x= 0w, lo que demuestra es y raíz múltiple del grado 
(n-— 1) de E, f(x) =0. 

Teorema l!l.—S: una ecuación f(x) =0 tiene raíces 2guales, su 
primer miembro y su euleriana E, f (x%) tendrán un máximo común de: 
visor 2gual al producto de los factores binomios correspondientes ú las 
raíces iguales, pero elevados á una potencia ¿gual á la que trenen ellos en 
la ecuación dada disminuáda en una umdad. (Corral. 

Acab1wmos de probar que sí “4 es raíz múltiple de grado n de la 
ecuación f (1) = 0, lo será de grado (n — 1) en E, f (x) =0: luego 


Fi) =(x+ —a” . q (2) E, f(x) =( apt. Y (x) 


Como todo factor repetido £ veces en f (2) lo estará (¿ — 1) veces 
en E, f (x), es consecuencia inmediata que el máximo común diyl- 
sor de ambas funciones f (x) y E, f (x) será igual al producto de los 
factores lincales múltiples que figuran en f (x) elevados cada uno de 
ellos á una potencia menor que la suya propia en una unidad. 


Deducimos por tanto, que si la ecuación f (x) =0 no tiene raí- 
ces múltiples, ella y E, f(x) serán funciones primas entre sí. De 


Nr be 


aquí que cuando se quiera saber si una ecuación tiene raíces igua- 
les, habrá que encontrar el máximo común divisur de la misma.y de 
su euleriana: si este m . c.. d . resultare ser de primer grado, igualan- 
do á cero tal binomio se hallará el valor de x que anula dos veces 
á f(x). 

Cuando el m.c.d . encontrado fuese de segundo grado podrá 
ocurrir que sus dos raíces x, y x, sean diferentes, y entonces cada 
una de ellas será raíz doble de f (x) =0; ó bien que x, = x, en cuyo 
caso este número anulará tres veces á f (2). 

Siendo el m .c.. d . de tercer grado, cuando se iguale á cero nos 
dará tres raíces x,, x,, %, con las cuales es posible las siguientes h1- 
pótesis: 

1.2. Quex=-|= L, =|=%, siendo entonces cada una de ellas raíz do- 
ble de la ecuación f (1) =0. 

2.2 Si dos 
tonces x, y x, serán tres veces raíces de f (1) =0, mientras que 2, 
será una raíz doble de la misma ecuación. 

3.0 51.2, == Za =X3, la ecúnción dada / (2) == 
cuádruple é igual á z,. 

Idéntico razonamiento al anterior se aplica cuando el m.c.d. 
encontrado fuese de cuarto grado ó más. 

Por simples divisiones algebraicas se pueden encontrar las ecua- 
ciones que contengan sólo las raíces de f (x) = 0 con un mismo 
grado de multiplicidad, es decir, el producto de los factores lineales 
que figuran en f (x) con un mismo exponente. Sea en efecto, 





= zx, y la tercera x, diferente, en- 





a ralz 





2 3 r 
PEER 
la ecuación dada; en la que suponemos para fijar ideas y abreviar, 


que existen solamente raíces sencillas, dobles, triples y cuádruples; 


así 
X, es el producto de los factores lineales simples. 


X, » » » dobles. 
Xi » » » triples. 
X; » » » cuádruples. 


Designando por ?, (x) el máximo común divisor de f(x) y E, f (2), 
tendremos 


p (0) =X, - Xy" X/ - 


Hallando el máximo común divisor de ?, (x) y E, ?, (x) encontra- 
remos la función ?, (1) cuyo valor será 


A AOS 


después de lo cual calcularemos E, %, (1) para deducir el m.c.d. 
de 9 (2) y E, 2, (2) que nos resultará ser 


Pg (1) = X, ? 
Elm.c.d. de +3 (%) y E, 93 (2) valdrá evidentemente uno, luego 
9, (2) =1, 


Realizando inmediatamente las siguientes divisiones 














f(x) A P1 4) 4, a 
p, (x) A 2 le 2 pe XX, Po (4) $5 Y, (1) =X, X3 Xy 
Po (10) y p Dg (0) R , 
= Yy()=*X, + X =Y, (1=x 
Pg (Y) : et Py (1) p É 


encontraremos las funciones Y, (x) , Y, (a), Y, (%) , Y, (2) que nos 
dan el modo de calcular á X, ,X,,X;,, X,, pues tenemos 
Y, (0) ' Y, (2%) S Y. (2) 


Y, (2) a A os EG Y, (a) a 42) , 








cuyas igualdades nos resuelven el problema. 

Es digno de observarse que elm.c. d. de f (2) y E, f (+) es una 
función idéntica al m.c. d. de f (+) y f” (+); por lo cual el anterior 
procedimiento conduce á los mismos resultados que se obtienen 
operando con f (+) y su derivada. 

EsempLo.—Sea la ecuación de sexto grado 


fO0=X*—6.*+58.—45.x —108.x +108 =0 


cuyas raíces múltiples se trata de investigar. La euleriana de su pri- 
mer miembro vale 


E,f0)=-—6. +150.4 —180.x — 540. x + 648 
ó bien suprimiendo el factor 6 común á todos sus términos 
E,f(0)=—% +2.x —30.2 — 90. +108. 
El máximo común divisor de f (x) y E, f(x) se encontrará ser 


o, (1)=%—4.0—3.2+18 


— 50 — 
realizando las operaciones sucesivas de división que son conocidas. 
De aquí que 
E, 9, (1) =—40 — 6 04 54 
ó bien | | 
E, 9, (1)=—2% —3x2+297. 
El mayor divisor mutuo de ?, (x) y E, ?, (x) es 
Po (a) =x— 3 
y como ?, (x) y su euleriana son primas entre sí, se deducirá 
py (au) = 1. 
Así obtendremos 
ea ACUA a —6.0 +50. —45.2 —108. 2 +108 _ 
ps py (2) o —4a —30+18 
= 10 —2x2—5x+6 








, ERA 
o A A 
A x—3 


Y, () A —bxr+6 


X, = ST == ———_—_— =x-—1Í 
l Y, (e) A lr E 
Y, (1) —x—6 
Xx, Wo (x) x—3 vue 
= Y, () =x—3 


La ecuación dada es, pues, de la forma 


a De EOS): =0 
y tiene una raíz simple igual á 1; una raíz doble igual á — 2; y una 
raíz triple igual á 3. 


( 


+ My — 


S 14.—Grado de multiplicidad de las raíces comunes 
de dos ecuaciones con dos incógnitas. 


Teorema |.—Sean f(xy)=0, F (xy) =0 dos ecuaciones simultáneas 


y F, (xy) la diferencia E, fix y). E, Flxy) —E,foy). E, Fle y) 


Si las ecuaciones dadas admiten la solución x= 2,, Y = Y,con un 


grado de multiplicidad l, las ecuaciones F, (x y) = 0, f (x y) an 


admitirán la misma solución con un grado de multiplicidad precisamen- 


te ¿igual á k— 1, salvo el caso de que esta solución pertenezca también á 


las dos ecuaciones E f (y) = 0, E, f(xy)=0. Análogamente las ecua- 


ciones F, (x y) =0, F (x y) = 0, Y =1 
con el grado de multiplicidad k — 1, á menos que las dos ecuaciones 
E, F(2y)=0, E, F (x y) =0 no tengan también esta misma solución. 








(Corral). 


Las dos ecuaciones simultaneas 


> firy=0 F(ky= 


de grados respectivos m y mn, pueden ponerse bajo la forma 


(F(=y)=(*—x),).0 (EE e (+... + (2 —x,)". 9, (8) 
¡Poy =(2—2)).D, (E) + (0x2 .B, (E). + (o—x)0.D, (€) 


“siempre que se haga 


Yy—=Y=t.(a—x,) 


Las funciones ?p(t), P, (1) son enteras de t, ambas de o 


“siendo de observar que 


si. >mMm, así como también | : EN 
«cuando ? sea mayor que ». dd 
Siendo e 


(2) 409=0,0+(2—2)).0,(0+4(0 0)? 09 (0 (02). 0,(0)- 


ana función entera arbitraria de las dos variables x, y con un qn 
«cualquiera s, ordenada de un módo OS q OS con E y E 
puede escribirse 


a DUNE 
(3) Fy—Fy. Y( y)=(u — L,) : T,+(2 e) A (a — A 
haciendo para abreviar 

T,=9,(0—0,0.9, (0) 

T, =0,(t)— [0, (8) . py(t) +0, (2). p, (£)] 

T¿=%,(t)—[0,(0) -e¿(0—+ 0, (0). e (t) + 0,(0) . p, (8) 


e... .0%0 4... 900.009.019. ,00 5. 0.0 1911 0... (0.06 56.0 0 00 000 o... 174 do a O A 


Si en las funciones f (x y) y F (x y) se dispone de constantes ar» 
bitrarias, podemos hacer que ellas en unión con las de Y (% y) verifi- 
quen las identidades 


(a) : 1,=0 T,=0 T, =0 A Td 0 
en cuyo caso la igualdad (3) se convierte en 
(4) Fly—f6Yy-.10y=(=—.)". T,+ 
k AN KA 
+ (+ —%) * Tur (A 7) La ÓN 
Para que el sistema de valores  = x,, y =y, sea una solución. 


común de las ecuaciones dadas, será preciso que el segundo miem- 
bro de la primera fórmula (1) y el de la fórmula (4) se reduzcan á 


cero para 2=2x, y l= E - ; : ambos valores de x y t satisfa- 
rán las dos ecuaciones 
91 (0 + (a — %p) 9 (0) + (a — 70) 09 (1) +++... =0 
APA TA BAN =0 


Cuando los valores x, , y, tiendan hacia los límites x, , y, , las 
dos condiciones anteriores se transforman en 
p, (t)=0 O 
cuyas dos ecuaciones deberán ser satisfechas por el mismo valor de- 
Y, — Yo 


t, que es á su vez el límite de la relación cuando y, , Y 


1 
tienden, respectivamente,-hacia Y 


Como T, encierra el término vw, _, (4). y, (t) en el cual w, _, (8). 
es indeterminado por cuanto las condiciones (a) no lo comprenden, 
es evidente que se podrá disponer de w, _, (4) para hacer que T, sea. 
una constante diferente de cero, ó para que al contrario T, sea idén- 


dead 
ticamente nula; en el segundo caso se aumentará en una unidad el 
grado de multiplicidad de la solución (x,, y, ). Nosotros supondre. 


mos que se ha elegido «, _, (4) de tal modo que T, =I= 0 permanezca 


1 





Constante. A 
. Sustituyendo en el segundo miembro de (4) la variable + por su 
walor “— : , se tendrá 
| FEy—f(y-16y=16y 6) 
siendo 1 (x y) un polinomio de la forma oe 
Xy =4. (2%) +X4, (4%) (y —y)' (6) 


en donde A es una constante lo mismo que las A, ,:la suma aquí 
indicada comprende un número limitado de términos en los cuales 
Pp + es mayor que ¿. 

Siendo Y (x y) de grado s, las eulerianas parciales con relación á 
zx é y en ambos miembros de (5) nos darán, sin +s > m 


(2) E¿Fl(xy—v(y).E,fry—S(r y). E, y (xy + 
+ (n + 8s —m). F (u y) = E, y (2 y) 
48) E, Fry) —%(2 y). E, f(2y) —f(0y). E, Y (e y) + 


+ (n +8 —m). F (x y) = E, x (2 y). 


Como s es un número arbitrario, claro está que puede elegirse 
siempre lo suficientemente grande para que se verifique en todos los 
€AS0S N FS > M. 

Haremos para abreviar 

F,(1Y=E, Fley E, Hoy) — E, S(u y). E, Flo y) 

Y (6y=E,Y(0y).E, Fey) — E, $ (0 y). E, f (o y) 

LU 69 =E,1(2y).E,f2y— E, 1(0y). E, f (o y) 
0y=Y9 (2 —(n+s—m) .p(e y) [E Fx y)— E, f(x y) ] 
%(1y=Y, (12) —(n +8 —m).X (e y). [E, Fey) — E, fe y] 

Multiplicando ahora las igualdades (7) y (8) respectivamente por 
ED y) Y — E, f (% y) obtendremos sumando ambos resul- 
“tados ES | 
49) F, (e y) —£ (a y) » 0 (a y) = Y (a y). 


Los términos de primer grado en — z, é y — y, de f (x y) 


tienen por:-suma (2 — z2,).*, (t); como: ?, (+) es de primer grado en, 
t, será de la forma 
9, (t)=at+b 
donde 5 puede ser cero, pero nunca a = 0, pues así lo hemos su- 
puesto desde un principio. La euleriana parcial E, f (x y) contiene. 
el término 6. (1 — x,) —a. y, que podrá en ocasiones reducirse á 
— 4 . Y,; como por otra parte la euleriana E_ Y (x y) posee el tér- 
A E os 17 x, resultará en definitiva que Y, (% y) y 
por tanto y, (7 y) tiene un término k.a.x,.y,-4.(2— O O 
de grado k — 1 en la variable x — x,, mientras que los restantes. 
son de grado superior ák — 1. La función Y, (- y) tenará, pues, la. 
forma 


(10) -.(0y=H.(2-%) +2 E, (ea) (yy) 


en donde A y H, Son constantes, valiendo p + q más que k — L 
Las fórmulas (9) y (10) demuestran que (%, , y,) es una solución. ' 
múltiple de grado k — 1 para las dos ecuaciones 


F, (xy =0 Firy=0 
Este resultado permanece cierto siempre que «, (1) sea diferen- 
te de cero. Pero cuando se tenga idénticamente 


p,(t)=0 
entonces 


Fey = (e -- 20), Py (6) + (e — eq) - 93 (1) + (2 EN Lo) - Pt) rr - 
no pudiéndose mantener la precedente conclusión, pues en tal caso. 
las dos ecuaciones 


Ef (y) =0 E,f(2y=0 


admiten. también la solución x= x,,y.= y, , según puede compro- 
- barse fácilmente. | 
Como nada distingue á la ecuación f (xy) =0 de la F (xy) =0 
de aquí que la solución + = x, , y = y, satisfará k — 1 veces al sis- 
tema 
F, (wy)=:0 PF (e y)==0 


== AB. —= 
salvo el caso de que las dos ecuaciones 
E,F(xy=0 E, F(xy)=0 

admitan también dicha solución. 

Queda así demostrado que una solución múltiple del sistema 

Firy=0 F(x y) =0 
satisface necesariamente la ecuación 
E,F(*y)-E,f(y)— E, f(0y)- EF y)=0. 
El presente teorema comprende como caso particular la propo- 


sición del número anterior relativa á las raíces múltiples de las ecua- 
ciones con una sola incógnita, pues basta aplicarlo al sistema 


f(x) =0 y=0 


en el cual la primera ecuación tiene / raíces iguales á x,; entonces, 
según queda probado 


FE, Ey =E y ()=0 


admitirá k — 1 raíces iguales á xo. 


$ 15.—Descomposición de una fracción racional. 


Trataremos el caso de que las raíces de la función que hace las 
veces de denominador sean todas diferentes entre sí. Sea esta fun- 
ción 


f0)=(x*—=x). (x 22) - (1 — xs) 30 UA (4 =x,) (1) 
y hagamos 
F, (4) = — x, - e = — x, (1 — %,) (+ — x,) (+ — %,,) 
+) 
f, (1) = — %, pa e a 4] (E 0%) ia) 
O A E RS O a SA 
o 


Recordando fórmulas ya establecidas veremos que 


ME 2 ,) y E, f (2) 
S ha bi o 


— 56 — 


siendo v y '- dos índices diferentes entre los números 1,2,3....m. 

Suponiendo que 4,, 4, ,4A3..... A,, sean los valores particu- 
lares que toma una cierta función q (+) de grado (m — 1) cuando en 
vez de la variable x se sustituye sucesivamente las cantidades 


Y], Ya, Y3 +++ *** Lp, podremos deducir que 

F, (2) Fo (£) Fr (0) 
4 (A a o A A 
o EE O 


pues efectivamente, para x= x, la igualdad última en virtud de las 
relaciones (3) se reduce á 


? (%,) =4,, 


Sustituyendo en (4) los valores (2) obtendremos 


(5) y (2) e, 9 (2,) Lo - p (L,) 


nn. _>_E_—_—_—__——_ ts 
E a a ea 


FU (2— 2,)-E, $ (2,) (1—x,).E, f (2,) 


en donde + (x) es una función cualquiera de grado igual ó inferior á | 
(m —1) j 

Cuando se tenga una función 9 (%) de grado superior á m, podre- 
mos entonces poner 


d (2) = Q.f (2) + y (2) 


siendo (Y una función entera y % (x) de grado (m — 1) como máxi- 
mo: de aquí deducimos que 


o M6, 


por lo cual 
(A A AA) A 
FO" (E—%).Ef(%) (8%) E, $ (5) 
Ey, + D (2, 
 (2—2,). E, f (%,) 
que nos da la descomposición de la fracción racional e en una 


suma de fracciones simples con numerador constante y denominador 
compuesto de una función lineal de x. 

Haciendo en (5) ? (x) =x" con la condición n <m, y suponiendo 
que todas las raíces 2,, (Lo, %z +“. - Lp de f(x) =0 sean diferentes 
de cero, encontraremos, después de sustituir x por cero, que | 


E UR eo ZN | l 
(7) A a 
Si suponemos 
Dd (0) =x" 


se puede usar la fórmula (6) 4 condición de ser Q= = 1 y entonces 
obtendremos 


(8) Ed A po 
E, f(2,) | E, f(%,) E, F(%m) 
Las fórmulas (7) y (8) permanecen exactas aun cuando alguna 
de las raíces 1, sea nula y siempre que » sea positivo. 


Para n = 0 la igualdad (7) se convierte en 


1 ] 1 E 
O A 


Aplicando las relaciones (7) y (8) á las funciones .f, (x) definidas 
en el 8 11 encontraremos 


Fy (2) 
Ea EA dd (m — 1). 


E, $ (2) 
Entre las funciones f, (+) y f,_, (+) se realiza la igualdad 
F, (2%) a A (2) a 


(10) 


de donde 
gY! NE et “fe (1) = a, - e! (p < m) 


luego en virtud de (7) deducimos 
p.—1 / 
1 XL » f, LE) eb ds (2) 
so [ES EF) 07 ENT LN 
A causa de las relaciones (10) es fácil encontrar que 


e. f, (e) 
135] Y Ea k 
pa E zo | 0 cuando p + k < m 


a ae. (e) | 
1 cuando p + k=m 


a 


Estas fórmulas son exactas aun cuando el coeficiente de la más 


alta potencia de x en f (+) no sea igual á 1. 
Como en virtud de reglas elementales 


XL. 
la igualdad (6) se convertirá, después de sustituir á — A —— por su 





desarrollo, en 





O (a) ¿ 9(2) A 
(13) ICON Q + ER F(2,) (5%, 2, E, f (2, 
i 0) (2) 
+2. 3 —__—_—_ —_—— 


| A SS) 
Como caso particular notable, hagamos % (w) = E, f (2); enton- 
ces Q = 0 y designando por 








1 1 1 1 
AO OS JH PES 
n n x n 
aa L, La NE 
E d y 4 An 
los coeficientes €. ,C ,C,..... CANE dea A 
AO o n ¿ 


el desarrollo en serie anterior, valdrán 


e AA 
p 1.m E, f (2, 
i 9 (2,) ¡ 
E MS SA 
“2 il e; E, f (2; ss A e E, f (2) 


...os»s. 


CAPÍTULO HI 


Límites del valor y del número de las raices. 


S 16. —- Valores límites de las raíces reales de una ecuación. 


Teorema 1.—Se obtiene un límite ¿mferior de las raíces positivas de 
una ecuación buscando un número que haga positivas á f (2) y á todas 
sus eulerranas. (Corral.) 

Demostremos ante todo, que es límite inferior de las raíces po- 
sitivas de una ecuación un número cualquiera que haciendo á f (2) 
positiva goce de la propiedad de que otro número positivo inferior 
á él, tenga también la cualidad de hacer á f (x) > 0. 

Sea, en efecto, 4 un número positivo tal que 


AA a — HA O 


y 4 — h > 0; decimos que % es menor que todas las raíces positivas 
de f (1) = 0. Pues, si al contrario, existiese una raíz positiva a tal 
que 4 > q, entonces, como ambos números son positivos, podemos 
buscar siempre otro h < u que satisfaga la igualdad “+ — h = a; en 
cuyo caso, por ser f (a) = O tendríamos también f (+ — h) =.0, lo 
que es imposible, pues por hipótesis f (4 — h) > 0. Tampoco puede 
ocurrir que « = a, porque deduciríamos contra lo supuesto, que 
f (a) =f (a) = 0, siendo realmente f (2) > 0. 
Según fórmula demostrada 


Ade pe 
m m-—1 
fo +m) =10)- (1 a) E. ( +2) da 


es LA 1 ( h 13% 1 
») Ta iros a ÓS 


18 PS 
E + 


la que se transforma, cambiando h en —h , á la que sigue 


x 


m m-—1 
ra—=m=1() (1-4) +E,4(2)+ (1-55) E 





1 h m-—2 q : 1 h m—3 re 


a LO 
A EPA BATA 


Suponiendo « —h>0,4« >0,%4> 0, por la igualdad última 
se comprueba que si las funciones 


Y CASES CAN A En F (0) 


son todas positivas, entonces F(w. — h ) también lo es, luego dedu- 
cimos que a es un límite inferior de las raíces positivas de f (x) =0. 

Es de utilidad en las aplicaciones prácticas de esta regla, obser- 
var que si un número a > 0 hace positivas á E_ f (x) y á todas las 


otras eulerianas de orden superior, cualquiera número « —h>0 
donde h > 0, hará también positiva á dicha función E, f (x). 


Tenemos en efeeto 
E) =E, Fo). (1 E a de 


h h m—n-—1 1 me h m=—n-—2 
E) O E) En E 


y siendo por hipótesis 


a > 0% ARTSOS 1 


CELICA) E (00 >0 Ent (a) > 0D... E.f(a)>0 
resultará, conforme afirmamos, que E_f(% — h)> 0. 


Para aplicar este teorema se comenzará por convertir en positivo 
el término independiente de la ecuación, lo que se conseguirá, cuan- 


IN 

do sea necesario, cambiando de signo á todos los términos de la, 
función: esta modificación no altera ni á la ecuación dada ni á sus 
raíces y tiene la ventaja de que escritas las eulerianas según las po- 
tencias ascendentes de la variable, el primer término de cada una 
de ellas será siempre positivo, por lo cual, haciendo decrecer á la 
variable x podremos encontrar con facilidad un valor tal que dicha 
euleriana tenga el mismo signo positivo que su término indepen- 
diente. De este modo será posible siempre encontrar un número 
positivo que haga positivas á todas las eulerianas de f (2). No pro- 
cediendo así podría llegarse á una euleriana que fuese negativa 
para todos los valores de la variable y s2ría aparentemente inaplica- 
ble la presente regla. 

Con la observación anterior y en vista de que E_ f (x) es una 
cantidad positiva, habrá que buscar un número que haga á 
E _,£(7)> 0. Cuestión fácil, ya que E,_, f(x) es de la forma 
ax +b; pues si a > 0, entonces z = 0 la hará positiva, y caso de 
que a < 0 tomaremos un número menor que — - . Así determine- 
da la cifra que haceá4 E_ f(x) y E__, f(x), positivas, la susti- 
tuiremos en E. f(x) que es función de segundo grado; si el re- 
sultado fuese negativo, adoptaremos números menores hasta conse- 
guirque E__,f(x)> 0. De igual manera se continuará operando 
con las eulerianas restantes. 

Supongamos dada la ecuación 

fía=0*—1.0% +68.2—-84=0 
en la cual el término independiente es negativo; cambiando el signo 
se tendrá 
f(1)=84—682+ 15 *—wu =0 
E,f(0)=2%2—1360+ 15 e 
E, f(x) =504 — 136 x 


Aquí vemos que E, f(1)> 0, así como también E, f(1) > 0 


y f(1)> 0, luego deducimos que 1 es límite inferior de las raíces 
positivas de la ecuación dada. 


Teorema ll. — Se obtiene un límite superior de las raíces postti- 
vas de una ecuación buscando un número » que haga positivas á las 


a 


funciones f (x), 5 Fx), E, Fx), — E, f(x)... (E o ro do 
(Corral.) | a E 
La fórmula establecida 


m m-—1 
pu +h)= has sy (a O O 


1 RADA A DARA 0 NETA 
AIRE Goa a O A] 3 flo) + 


nos demuestra que si el número y reúne las condiciones indicadas, 
otro número cualquiera 4 + h que le sea superior hará positiva á 
f(x); luego « es efectivamente un límite superior de las raíces po- 
sitivas de la ecuación dada. 

Antes de aplicar esta regla habrá que hacer positivo al término 
independiente de la ecuación si m es par, y negativo cuando m sea 
número impar. 


Teorema Ill. — Un lómite superior de las raíces negativas de una 
ecuación se consigue buscando un número + «. positivo que haga postti- 
vas á las funciones f E 5), E, f (— a, ER Jays 9 E Jo. 
(Corral.) | 

La conocida relación 


m m—1 0 
fer+m=(1=4) e (e) E 


1 ROPA 





y A 
O aoT 1) yr de 3 o Ia DO 


OL 


A A 


1 
nos prueba que si el número + Y satisface las condiciones enuncia- 
” h e > > 
das, como — 4 + h < 0 de donde 1 — —2> 0, deducimos que 
f(— 2 + h) para otro número negativo mayor que — ou, será siem- 


pre positivo, luego — Y es límite superior de las raíces negativas de 
la ecuación dada. | 


Teorema IV.— Un límite inferior de las raíces negativas de 
una ecuación se obtiene encontrando un número + 2 positivo que haga 
positivas ú las funciones f (— 2), — E, f(— 2), E, f (— 2), 
ED E (— 1)" E. f (— 2). (Corral.) 

El desarrollo 


feam=(1+ Di h E SEN -ESCO+ 





=* 
o 
a 
ta 
| 


1 
Do 1OTO (+ 
ON el teorema enunciado, ya que siendo — «4 —»h <0 enton- 


ces1+4Z% > 0 y en definitiva f (— % — h) > 0. 


> e LA a is) 


».. M pa 


Á Aloe dos últimos teoremas es aplicable la observación anterior 
relativa á la necesidad de preparar la ecuación dada á fin de que el 
término independiente de la variable tenga el signo conveniente á 
la investigación que se realiza. 

Estas cuatro reglas para encontrar los límites extremos de las 
ralces positivas y negativas de una ecuación, son semejantes á las 
dadas por Newton empleando las derivadas de la función dada. 


EsempLo 1.-—Séase la ecuación 
aro +30—xe+1=0 


cuyo límite superior de las raíces positivas queremos encontrar. 
Aplicando el teorema II tendremos 


fo=x-—1.2+3.0—2e+1 
—E,f(0)=4.0 —6.0 +3.0—4 
E,f(0)=6.0 —6..%+12 
—E,f(1)=6.x— Y 
E, f (2) = 24 
Es fácil comprobar que el número 4 hace positivas á todas las fun- 
ciones anteriores, lo que nos indica que 4 es el límite buscado. 
Esenmpro T1.—Dada la ecuación 


Llama +6r+10=0 


E 


deseamos hallar un límite superior de sus raíces negativas. Aplican: 
do nuestro teorema lIT resultará 


A A a ET 
E,FlT0=—6.0—3.2—29.2+50 
E,f(—l—%=-—6.0 —6.0—72.2+200 
EJf(íúl—0=-— 6.4% — 144.2 + 600 

E, F(=%)=— 144.2 + 1200 


E, f(= 2)= 1200 


y como O . 9 hace positivas á todas las anteriores funciones, deduci- 
remos que — 6 . 9 es el límite superior de las raíces negativas. 
La ecuación clásica 


a—Te+7=0 
nos da 
Ha ==a PT EE 
E,f=23=14x+21 
E, f(— 12) =14x + 42 
E, f(— 12) = 42 
Sustituyendo en estas funciones en vez de zx la serie natural de 
números 0, 1,2,3..... veremos que el mayor de ellos que las hace 
á todas positivas es 3; luego queda investigado que — 3 es un lími.- 
te superior de las raíces negativas de la ecuación propuesta. 
Esempro 11.—Para aplicar nuestro teorema IV á la ecuación 


“ser + 11.1+6=0 


es necesario prepararla previamente cambiando de signos á los tér- 
minos de su primer miembro; así haremos 
F(+ == =6. =11:1=86 
luego se deducirá 
foz=Y —-6 + 11.—6 
—E,f=3)=6x?—22x + 18 
E, F(- 1) = 22 . x — 36 
— Ez ¡ (= 2) = 86 
Sustituyendo en estas funciones la serie natural 0, 1,2,3,4..... 
de números, veremos que el primero de ellos que las hace positivas 


y E 


á todos es 4, por lo cual se desprende que — 4 es el límite inferior 
de las raíces negativas de la ecuación dada. 


OBSERVACIÓN. —Los teoremas II y IV. sólo se aplican en casos 
especiales, cuando las ecuaciones que se estudian permiten satisfa- 
cer las condiciones inherentes á los mismos. Pero en cambio, con los 
teoremas 1 y III podremos siempre encontrar los límites que se 
desean ordinariamente; superior de las raíces positivas é inferior de 


las negativas. Pues basta para ello calcular la transformada en — 


de la ecuación dada y aplicar á la misma dichos dos principios; si 


los límites así deducidos son + + y — É , los límites buscados val- 
drán evidentemente + “> y — pe — Más adelante tendremos oca- 
p 


sión de aplicar lo que aquí se dice. 


Teorema V.— Todo número que haga positivas á las funciones 


| fu=a,2"4a, 0 +a, E O ASE a + DUE de 
A CA 7 e A A Ene E | A 90 Le + 4, + 2H 4, 
Oy 9 (2) = de Paz Ag IE EN LE + a, «E-+R 40, 
A 


3 2 
Pg (5) =.4, 3 Fl 9 HAM 


m-1 x 35 Co 


m-—l 
o 

Py (1) = 0, 9: Y +4 

E O 


Po (2) = Ur 


1 (ac) 7 A 


es un límite inferior de las raíces positivas de f (a) = 0. (Corral.) 
Esta proposición es correlativa á la regla de Laguerre para en- 
contrar un límite superior de las raíces positivas de la ecuación 
f («) =0 utilizando las EL UA IS F__, definidas en 
el 8 11. 
Tratemos de expresar la euleriana £, f (x) en función de las 


Po Py o... Pm-p Decimos que dicha OA es la siguiente 


o : CN Pp PAD (p +1) í : 
E, f (a) = 1.2.3..... Po Em TE ¡eS o a 1.9 * Pm—p-2 ES 
plip+D.(p+2..... (p+o—1) 
+ AAA + TETAS TAS E ca AA ó a A Pa AE + 


OA. 


A al 12 E O (2) 


Esta igualdad es cierta para p = 1, pues entonces 
E, f(x) > LEER Pm—2 DES Tm-3 ES a Po Y YI ie +0 (3) 


como puede comprobarse con facil'dad suma. 

Para demostrar la exactitud de la fórmula (2) bastará suponerla 
cierta para el número p y hacer ver después que también se verifica 
para el exponente (p + 1). Pero antes nos conviene comprobar la 
identidad : 


(p +1) 


»+1.(p+2 
s=14+ 442 20 15.(p ) 


1 DIAS 
pip+D..... (PARAR pp+D--... (pa) 
5h AI e 0. oi 1.2...(4u+1) Eo 
I+D (p+D..... Lia) O 
ida ER (4) 
LARA 0) 
lo que se hace por miedio de las operaciones siguientes 


RAS PEA q PA 002) píp+2.(p=3) 
, | 2 O E PEE 


plp+2)...(p+ro-1) plo EU A TE 
> ZaD ia ES A a+ Dn (au +1) |= 


p+2 [PE y Pp 38) (+ 











O 3 EL 3.4% 


pl EDAD (p+0u—1) es vipo+3..... aa E 
a O MA AC zO UA AO (a +1) E 


po p+t2:p+8 NEz (p+4) plp +4) .(p + 5) 
bl e A 4.5.6 


100 (p+a—1) A 





a 











A AA FA (0 +1) 


IN E A A TC AR A RA E E IES ORO O E IO O a 


PERO 0) CE Epa eo ad 
PA A (0 — 1) 0. Mode 


VAR 0. 


= (p +1). 


Suponiendo cierta la igualdad (2) podemos tomar las eulerianas 
de ambos miembros, obteniéndose así 


2, /()=1.2.3..p-| E, A IR 





da y di 
A E o “+ 
de PRE pa qa =p 29230 6 


Teniendo en cuenta el significado de la relación (3) se podrá 
establecer 


PI co Ei Ts ATEN EA pa e ctas y Hg 


ATI mp a PARA AL A, 


A A A IAS TE E TA NIE TA TEE E TRE ES E TN E OR TAL E A e IC 


Si sustitulmos estos valores en (5) y tenemos en cuenta la Jgual- 
dad (4) encontraremos como deseamos probar 





: ; (p + 1 
Eriifia)=1.2.3...(p 0 [CM Y PY. PESTE 
DA dr US EAN) (p+2)..4..(p+ 9) 
IAE O OS ti mp 
A lp + D-(p492).....(m—1) so] 
+ EN po BT (a —p—1) A 


La igualdad (2) demuestra el presente teorema, pues si / es un 
número que hace positivas á todas las funciones de la serie (1) tam- 
bién hará positivas á 


FO, E FO, E T,E¿f(0)2.... Ej $ (2) 


en cúyo € caso [teorema 1] es efectivamente un Papas inferior de las 
raices positivas de f (1) = 0. 


- Otra aplicación de la igualdad (2) es poder expresar el desarrollo 


— 68 — 


de f (x + h) por medio de las funciones A AE E 9.1 - Para 
ello, en la fórmula ya establecida j > 


re+n=10(14+ 2) 2,10). (: +2) Ll 


Xx 
A cate a e 1 ANS 
AAA 42) a A 0 Es (0) + 
1 h 
a +(-1) Am a 


sustituiremos en vez de E, f (2), E, f(x), E,f (2) ..... Ej 
E,, F (%) sus valores deducidos de (2) haciendo sucesivamente p = 
a: m; así procediendo, se encontrará después de realizar 


operaciones 


re+sn=ra (ir 


5 
h er h ANTOS 
eb pe a OS ÓN 
h AY? les E 
de Ed ==. +2) Pp TT (6) 


Cambiando h en — h tendremos 


rea=10 E e 


m—2 m-—3 
2. (1-2) e Pta E 
m-— Pp . 
a O A HE te. 0) 


El aspecto de esta fórmula (7) demuestra que si el número 
x= % >0 es tal que todas las funciones 


F(2), Ca HL (0) > LS (0) A Po (0) 


son positivas, la ecuación f (x) =0 no admite ninguna raíz positiva 
4+—h > 0 inferior á “+ , puesto que para “4 — h < 4% resulta siempre 
(2 — h) > 0. El número +2 es, pues, un límite inferior de asia 
positivas de la ecuación. 

Para aplicar este teorema, es necesario preparar antes la, ecua- 


ción haciendo que su término independiente sea positivo: siendo al- 
gunas veces preciso cambiar todos los signos de sus términos, con 
lo cual no se altera la función dada. ' 


Eseumpro 1.—Sea la ecuación 

Para — 36.0 — dp 93 1 +4 132.7 + 140=0 
disponiéndose los cálculos del siguiente modo: 
fla) =+3%—386.4%—45.0 493,4 4132 .x +140. 
p(0)=34— 386.40. +98.041382.0+140..... 
== 386.7 —45.2 +93: P132.0 +10. ........ E IES 
O O ES E A iia 
PA AV A O AA 8 
A A O IA OS e EE 
AA a dE DO +|+ 








de donde se deduce que 1 es límite inferior de las raíces positivas 
de esta ecuación. 


EsemeLo Il.—Consideremos la ecuación 


3 +. —8r —10= 0 


ostidiinda por Briot y por Laguerre. Como el último término es ne- 
gativo, cambiaremos de signo á todo el primer miembro. Así ten- 
dremos 


Fa) ==" +3%=x4+8r+10. Dd 

E PB AO op 
E e. (M==.4 e a [A RO A Es e de => 
E AAA a e a 

6, (r)=1 AN de ae a A ap E 
la 


resultando ser 2 el límite b 1scado. 


. EsemeLo TÍ. —Tratemos la ecuación 


MO ss 


263.2 +99. 7+840=0 


A 


á la cual no es necesario cambiar de signo. Se tendrá 


[0 EU FR —6.5+9D. +80. ad: BLAS 
2, (1)= 9. (1M=— 63-07 422 a +80... 1-1 +HP SS 
9, (1)=22.1+840..... A IA +++! | 
q (== 840.000 ap E 10 
— — —| 
e=15l413) 


lo que prueba es 3 el límite inferior de las raíces positivas. 


EseEmpPLo IV.—Estudiemos la ecuación day 


a —9a A TA A 


considerada por Rubini (Tratado de Álgebra, pág. 353). CON 
de signo al primer miembro se obtendrá 


N=-—%+2 5.4 —M.7 +35. e 


9 a=28 5. Bo ¡E 
| 2 Y Ab. — M4. r+3 0 
LS A A A A ds 
: q u=3... E AO ie SRA e 
e 


cuyo resultado nos demuestra que 0. 2 es el límite inferior buscado. 


S 17.—Determinación del número máximo de raíces reales de una 
ecuación comprendidas entre dos números, usando la serie de: fun- 
ciones eulerianas. ka ¡00 


AS ) » y pl 


era ya 


: LL y Ty 
VE 


Teorema '|.—Siendo dada una ecuación cualquiera f (2) =0 de 
grado m, si en la serie formada por_las (m + 1) funciones 


(1) La A (20), Emn= LF (2). Era JF (o) eS e E, Flo), E, F (0), F (2) 


'sustituimos en lugar de x un everto número p y anotamos solamente los 

signos de los resultados, obtendremos una cierta serie (p) de signos; 
sustituyendo después en (1) otro número q > p por x, nos resultará otra 
serie de signos (q). Si p y q son positivos, el número de raíces reales de 
f (a) =0 comprendidas entre ellos es igual ó menor que la diferencia 
entre las variaciones de la serie (q)'sobre las de (p): si ambos (p y q) son 
negativos el número de raíces negativas comprendidas entre ellos es tam- 


CE A 


bién ¿gual ó menor que la diferencia entre los números de variaciones 
que respectivamente presentan las series ( p) y (q). En ambos casos el 
exceso K entre la diferencia de variaciones, de la serie (q) sobre la (p) ya 
de la (p) sobre la (q), y el número de raíces comprendidas entre p y q, 
es sempre un número par. (Corral.) 

Cuando los dos números dados p y q sean de signos contrarios, 
por ejemplo p >0,q<0, entonces habrá que aplicar el presente 
teorema, primero al conjunto p y 0, después al formado por los nú- 
meros O y q. De este modo se conseguirá obtener el número máxi- 
mo de raíces de la ecuación dada que se encuentran comprendidas 
entre p y 4. 

La proposición que nos Ocupa, es análoga al famoso teorema de 
Budan y Fourier que utiliza la serie formada por las funciones deri- 
vadas, mientras que nosotros empleamos las eulerianas de la 'ecua- 
ción dada. : . 

pongamos la demostración de los dos siguientes lemas: 


— Líxma 1. Si una CiaEha WEA E, de ES ) de f (2) se anula 
para un cierto valor x = a de la variable sin que sea cero la eulernana 
siguiente E, 1 f (2 ), resultará: 1. Que si a es un número posttivo, 
E,fla=h) y E. (a—h) tendrán un mismo signo cuando h. : 
tenga un valor suficientemente pequeño, mientras que E, f (a +%R) y 
E, + 1 f (a + h) serán de signos contrarios: 2." Que cuando a es negati- 
vo, E,f(a—h) y E,.. 1 f(a — h) tendrán signos contrarios, así como 
E.fla+ hy E..1f (a + h) serán del mismo signo, (Corral.) 

Considerando á E, f(a— h) y E, f (a + h) como funciones inde- 
pendientes, podemos desarrollar á cada una de ellas por medio de la 
fórmula de Taylor; así tendremos | | 





E, f(a—h)= E, 10) — — (a, 0) + +5 (2 ría) E 
pa . $5 
AE a O 





Ela +M=E,L(0)+ E > (2,50) +A: (2,5(a)) , 


ELA , 
Dele pe ; (2,410) e 





Mas co no por hipótesis E, f (a) = 0; deduciremos 


(2,100) == Li y 14 10) 


por lu cual 


Ey ¡SF (a) We 4 

FAN A (2,100) — ni 
E, fa) A $ 

E,fla+h)==—h A (210) da 





Dando á h valores suficientemente pequeños y de tal magnitud 
que los números (a — h) y (a + h) no comprendan raíz alguna de 
E, , , F (2), tendremos que E, , , f(la—h), E, ,, Fla), E, , , Fla + h) 
serán del mismo signo; al propio tiempo se puede conseguir que el 


E, a . 
valor numérico de h . pi sea mayor que el de los términos 


restantes de los segundos miembros de estas dos últimas ea 
Por consecuencia siendo a positivo, entonces E, f (a—h) y E, , Fa) 
SL, ,, F(a—h) son de un mismo signo; así como también E, f (a + h) 
y E, ,,F(a)6E,,, f(a+ h) tendrán signos contrarios. Cuando 
por el contrario el número a es negat:vo, las funciones E, f (a + h) 
y E, , ,f (a + h) tendrán idéntico signo, mientras que E, f (a — h) 


E .,F (a —h) tendrán signos contrarios. Todo AS al 
tna 


Lema 2.2— 83 para un mismo valor x= a de la variable se Anulan 
las eulertanas sucesivas 


ESC), EOS ER EIA 


i 
decimos que á un valor de h suficientemente pequeño 

EJEA FLA A. E fia As 
llevan el mismo signo que E, |, f (a — h) sí a es positivo; y signo con- 
trario que la misma cantidad si a es negativo; p2ro 

fla +0, A a A” 


serán del mismo signo que E, , , F(a +h) si a es negativo, y de signo 


contrario si a es positivo. Además, ya sea a positivo ó negativo 


0 Es E 


E, f(a—h), ER A) Qe de) te 
tienen el mismo signo que E, , ,f(a — h); mientras que 

E CAMÍ E AA ES. 
serán del mismo signo que E, , ,f(a—+h) (Corral) 

Por hipótesis, tenemos que | 


E(Q=0, E, ,f()=0, E, ¿fí)=0, E, ¿f(09=0... 


luego según la fórmula de Taylor 





d , 2 144 
E, fla —M = E, f (a) — Z (2,110) 7 (2,110) AA 


j : de 2 KR E 
E, ¡fa —h)=E,_,F(0) -L (2,10) + S (2.100) o. 





E | h 5 $ E he | ss 

PE A E y SA) 37 > E,_, f (a) a 1.9" E,_of (a) oa 
» , 12 Y 

E 10—=N=E,10=+.(2,,50) 0) ES 


Cuando las (n — 1) primeras eulerianas de una función se anu- 
lan para un cierto valor de la variable, también son cero las (n — 1) 
primeras derivadas, al hacer igual sustitución. En virtud de la fór- 
mula que expresa la derivada de una función conocidas sus eule- 
rianas, tendremos en tal caso * 


ña de Y n E, (7) 
A 
XL 
por lo que 
EF (0) PS (O) 
(2, fía) sd a (2, 10) Ze A 
a 
m1 E, (a) | rr! E, f(a) 
(2,100) ETS pz : (2,10) => E 


Los desarrollos anteriores, á causa de la hipótesis hecha, se con- 
vertirán en m | 





E,f(a—h)=h. E axati sE Ae (2, 10) ES 

E, f(a—h)= pa A de po (2.10) E 
O A 
PM = q a 4 a mt 1 ser 5 (2,,10) + 


El incremento h se elegirá lo suficientemente pequeño para que 
entre (a — h) y (a + h) no exista raíz alguna de la ecuación 


E, ¡f(2)=0 
y entonces E, , ,f(a—h), E, , ,f(a), E,,, f(a + h) serán las 
tres del mismo signo; además puede hare que el signo de los se- 


gundos miembros de las cuatro fórmulas (a) sea el mismo que el de 
su primer término. Así tendremos los dos casos. 


| a 
a>0y E, f(a) 20 
entonces | 
Ej F(0—=MHZO, E fa=MZ0, E, ¿fa —=MÍO... 


>” E 
a<0 y Era F 00 
entonces 


Ey, ¡fla 10, E,fla—=MS0, E, aa —MÍ0 Er + 


Cambiando en las fórmulas (a) el h en —h, obtendremos 


EA 2 u | 
A e . (2,510) +... | 





IFR 


he Ep ¡O ho 
E, fla +h= n > ; E 3d, (2,10) ER 
E. mrr (b) 
o e SICA E SE (2.1 (2 ra) == 


y yA ELIO) rrrrr 
A E E (2.70) + 











E, Fa+)h=-= 


y por consiguiente > | pe 
RO E OO 


— “1d — 


entonces É 
EP EM ESENÍSO, E, ¿FaREnNÍSO..... 
a<0y Bj Ha) Z 0 = 
entonces 


Pp fla + MZO, E fa+ 0, EF HNMZO Y 


Por otra parte, tanto las fórmulas (a) como las (b) nos dicen que 


> / 
aZ Oy E 1020 


entonces 
ELpiflo—WHZ0, E Ha 20, Ef (a MZ0... 


CE 0 y Er+ (0) 70 


entonces | | 
ELFO FEMZO, El FU +HNZO, E, ¿fa ZO... 


E y € Te A e 2 > €. “ 4 

cuyas desigualdades comprueban íntegramente el lema segundo. 
Pasemos ahora á la demostración del teorema que nos ocupa. 
Si en la serie de funciones 


E TO, E FO) EL EI) EI FW). 


sustituímos por la variable « un valor numérico cualquiera, cada 
uno de sus términos presentará un cierto signo; de modo que si 
existe variación en los signos de dicha serie en un intervalo dado 
será preciso que la función correspondiente pase por cero. Estudie- 
mos, pues, los diferentes casos que pueden ocurrir. > 
Primer. caso.— (Que se anule solamente f (x). 
Sea el valor de x que anule flo ) igual á a: entonces f (a) = 0. 
Podrá sucedor: 
1.2 Que a sea positivo: llamando en tal caso por h una cantidad 
suficientemente pequeña para que (a — h) y (a + h) no comprendan 
raíz alguna de E, f (2), se tendrá, según el lema primero, que cre- 


ciendo x entre estos valor es el número de variaciones aumenta en una 
unidad, pues 


F(T) E, f(x) 
0.4 IN e Se 
A AA 0 LE 
=4Hhi... Aa E 


2.2 Sia fuese negativo el número de variaciones disminuye en una 
unidad, pues entonces según el mismo lema 


TE) E, f(x) 
AU Ai en E 
NI O A O 0 Es E 
=a+Hh...í. 5 pes 


Luego haciendo crecer á x desde 0á + e ó desde O hasta—= 0, 
cada vez que reciba un valor que anule únicamente á f (x) el número 
de variaciones aumenta ó disminuye en una umdad. 

Segundo caso.— Que se anulen las k funciones. 


Efe), Ej F(2), Ej f(U)..... Er rs 1 0) 


sin amularse f(x). 
Sea este valor particular de la variable x = a, de modD que 


ESO EATO=E, 5 Hd == =E, 1. ¡5(0=0 


pudiendo entonces ocurrir: 

1.2 Que a sea positivo. Siendo k un número par, k == 2 p, ten- 
dremos el siguiente cuadro de valores APoyándonos en el lema se- 
gundo ya probado 





LAO TE IO SESION 
2 Bai Ez Na, + ES ES se ue 
ER A ES Ea 
Ne ll TES ans EL e o OA q Ex 


si bien puede también suceder que E,_, f (x) sea de signo contrario 
á E, 1f (%) y entonces | 


Bra S (0) E, $ (a) EII EIA AIR 
e=a—h. + E + + + as 
A IN TE 0 0 DI 0 CEL 
A le ES us ASA ES E 


rd E 


En estos dos cuadros de valores E,-, f (%) tiene el mismo signo 
para =a—h, x=a, =a + h, pues el número a no es raíz de 
dicha ecuación E,_,.f (%)=0, siendo así que h puede ser infinita- 
mente pequeño; lo mismo decimos acerca de E, ., , f (2). 

El número de términos de cada cuadro es k + 2; mas ya se con- 
sidere el primero, ya el segundo, la serie correspondiente á x= a-—h 
presenta / variaciones menos que la relativa áx =a-=+ h. 

Si fuese un número impar, k = 2 p + 1, se tendrá 


E PLg) Ef (0) ad (2) Pa AREA PS JAS) EF (0) 
=a=h:..... pe pus $7 a Pi als 
a 2 0 0 PE 0 e 
=a+h..... 20 E 5 AA An vz E 
ó bien 

=a=h..... e A PL AE aa Ez 
A 3 0 0 ONIS, 0) =p 
a Ea (ARO E A EZ O Ds ur 


En este primer cuadro el número de variaciones ha aumentado 
k +1 unidades al pasar de la serie correspondiente á x =a— h 
á la =a=w+ h; en el segundo cuadro las variaciones aumentadas 
al pasar de la primera á la segunda serie son en número de k— 1. 
De modo que llamando ) el número de variaciones de la serie 
completa 


Em FO) Ep 0) 0 E, Fa), E, f(x), f (a) 


cuando  = a — h, y designando por '. el número de variaciones 
que la misma presenta cuando x = a + h; se tendrá, si a es positi- 
yo, que + > ) y además !. — ) es agual siempre áú un número par, 
pues vimos que cuando / era par + — 1= k y en el caso de ser £ 
un número impar + —1=k+16k— 1. 

Es decir, que la serie obtenida para x= a — h aumenta un nú- 


mero par de variaciones si a es positivo. 
2.2 Que a sea negativo. Siendo k= 2 p, tendremos apoyándonos 
en el lema segundo 


to 


En Il) E,$ (a) Bj (2) EL Era 6 EL (0) 
0 E A a ES, a =E ES 30 
y AA e Dr 0 RA 0 +9 
xe=a+h..... ST ÁS 0 A E A pra 4 
ó bien 
a A En ES pta, E So q Ya 
E O A EA 0 0 al 0 ana 
e=a+Hh..... A ya FE. TAE 0 Ed 


resultando que tanto en el primero como en el segundo cuadro, el 

número total de variaciones disminuye en % unidades al pasar de 

la serie relativa á x = a — há la que corresponde4áx=a+h.. 
Si k fuese impar, k =2 p + 1, tendríamos. 








El ESO ED ED Pirata Eta 

A EA pe E 7 EI pS put 
A IAS ES 0 0 Do AA 0 pd 
a=a+h..... ES pie a A at Spa 
o también 

le ÓN ie E E E AN E an 

OS EN 0 0 OPS E 0 5 qa 
DL ahi PE ae si A A 2 Sis 


en donde vemos que el número de variaciones disminuídas es en el 
primer caso k + 1 y en el segundo k — 1. Por tanto, si a es nega- 
tivo, el número de variaciones que la serie 


ELO En JM EP (0, E,f WAN 
disminuye al pasar la variable x del valor (a — h) al (a + h), es siem. 
pre un número par. | | 
Tercer caso.— Que se anulen k funciones consecutivas, estando entre 











ellas f (x). 
-_Sik=2pya> 0, tendremos | 
E, f(x) E, (0) A TEE A E, f (2) E, fix) fAz) 
LR=W A — hi... sE ES se e AR a 
A 2 0 ON 0 0 0 
07h E >" 7% ADS 0 94 25 pe E 





— 19 — 
perosik=Y2p+1ya>0, entonces 








ENT E AI ELIO EI EF (0) E f(2) fla) 

o O ls Se sas E: E O y 
== SL 0 0 dt. TA 0 0 0 
==a+Rh....: — ae 2 Peres RA =p a 


Tanto en el primero como en el segundo cuadro el número de 
variaciones aumentadas es k; pero según el teorema de las raíces 
iguales ya demostrado, si para un valor « = a se anulan al mismo 
tiempo 


HO=E,f()Y=E,f(Y=.... =E, ¿(09=E,f()=0 


a es raíz de f (x) = 0 con un grado de multiplicidad igual á £ 


Por consecuencia, dando valores á x desde cero hasta + vw cada 
vez que se pase por un número que sea l veces raíz de f(x) =0, el mú- 
mero de variaciones de la serie de eulerranas aumenta en k unidades. 

De idéntica manera se probaría que haciendo crecer á x desde 
— m hasta O, cada vez que se pasa por un valor que sea k veces raíz 
de f(x) =0, el número de variaciones de la serie considerada de eule- 
ranas disminuye en lk unidades. 

Cuarto caso. —Supongamos que un mismo valor de la variable 
x% = aw anule á un cierto número de funciones de la serie 


Ej F(%) ) Emp y F(0) 0... E, f(%), E, f(20), f(x) 


pero que no son todas consecutivas; podrá suceder entonces que en 
un grupo de ellas se encuentra f (1), en cuyo caso si ) es el núme- 
ro de las funciones de este grupo que se reducen á cero para x= a, 
el número de variaciones aumenta ó disminuye en ) unidades según 
a> 06 bien a <0. En los grupos restantes se podrá ir haciendo 
subdivisiones de modo que las funciones anuladas queden consecu- 
tivas; entonces, según el caso segundo, el número de variaciones au- 
menta 6 disminuye en un número par de umidades según que a sea 
positivo ó negatwo. 

Queda así comprobada la exactitud del presente teorema. 

Para hallar las raíces de una ecuación comprendidas entre dos 
números de diferente signo — a« y + g habré» que subdividir la in- 
vestigación en dos partes: la primera que será relativa á las raíces 
del intervalo — « y 0; la segunda para el espacio 0 y + g. Si lo 


ero 


que se desea encontrar es el número total de raíces positivas y ne- 
gativas de la ecuación, entonces se sustituirá — « por el límite in- 
ferior de las raíces negativas, y + g por el límite superior de las 
raíces positivas. 
Sea, por ejemplo, la ecuación 
fo=-2% +50 —3x=8=0 


así que 
E,f(0)=-2.0 +10. —9.0— 32 
E,f(1)=10.0% —18.2— 9% 
E, f(x) =—18.x — 192 
E, f (0) =— 192 


Para saber el número de raíces reales comprendidas entre — 1 
y +4, haremos las siguientes sustituciones en la serie de euleria- 
nas de la ecuación dada: 
fío) EJ)  E,fío) E, E (2)  E,f(x) 


——_——_—  ———— — kk ko, 


A A Sl E as S 

Pp 0 — — — Edo LA 

Ves MÁ 5 na ++ — ES 
Comparando la primera serie de signos (=-— 1) con la se- 


gunda (== 0), se observa que el número de variaciones disminuye 
en 1; así, pues, el total de raíces reales comprendidas entre —1y0 
es también 1, porque de esta cifra no se puede restar más número 
par que 0. Del mismo modo se deduce que las raíces reales positi- 
vas entre O y 4 es una, porque al pasar de la segunda serie (4 = 0) 
á la tercera (x= 4) no se aumenta más que una sola variación. 
Resulta por tanto que la totalidad de raíces reales de f(x) =0 in- 
cluídas entre — 1 y + 4 es exactamente igual á dos. 
Consideremos la ecuación 

e —5.04—16.0 +12. —9..-5=0 
estudiada por Petersen en su Théorie des équations algébrarques, pá: 
gina 191. Tomaremos la serie de funciones 


O a 


N 


E,F(0)= a e -+:80.0,= 86.0 —8b | 
E, f (0) =— 32. + 72.2 —108 .% — 100 : 
E, f (a) =72.%” — 216. — 300 

E, f(x) =— 216.2 — 600 


E, (a) =— 600 


— 81 — 
en la cual sustituiremos los valores 
po, Eh A EA 0% 1: LS 8 


formándose así el cuadro, siguiente: 


2 JO EJ) - Ef) Ef ESO E,f(0) 





—-3 == Ed SH mt E E 

=2 + =p e E E 1 

a LS 4 ua je E == 
SA e — — o 
Di = _—- — o 
AE _5 = st E ES 
O E E rod és A 

Entre — 3 y —2 se pierde una variación, lo que indica la existen- 


cia de una raíz real en dicho intervalo. Cosa igual ocurre entre — 1 
y 0, demostrándose así que la ecuación tiene una raíz real negativa 
comprendida entre tales números. La serie de funciones eulerianas 
gana una variación entre 7 y 8, luego también en este intervalo 
hay comprendida una raíz real de la ecuación dada. 

Al pasar de 1 á 7 se ganan dos variaciones; de modo que pue- 
den existir dos raíces reales entre tales límites, ó bien la ecuación 
propuesta tiene dos raíces imaginarias. Más adelante indicaremos 
un procedimiento que permite investigar la verdad desapareciendo 
toda duda ó incertidumbre de este caso ú otros análogos. ES 


CoroLarIo 1.— $? la ecuación f (x) = 0 tiene N raíces compren-. 
didas entre los dos números — p y q de signos contrarios (q > p), y 
la serie de eulerianas de la función dada gana y pierde N + 2 K va- 
riaciones en el paso de r =— pá x= q, la ecuación tendrá por lo me- 
nos 2 K raíces imaginarias. (Corral.) 

' Supongamos que la serie de eulerianas 


EOS AO. E O. ¿LO 


al sustituir los valores numéricos 
— 0 o ON Ad) es 


presente las siguientes variaciones 


Vaio Up vo Uy V 


6 


Designemos por 
N, N, N, N,; 


los números de raíces reales de f (x) =0 comprendidas respectiva- 


mente en los anteriores intervalos. 


Según el teorema precedente, podremos establecer las igualda- 


des que siguen 


variaciones perdidas —="%_xw —?_p =N,+2XK, 
» » O e RO NS A 
variaciones ganadas ="%  —% =N,+2.K, 
» » O A A 


Sumando la primera con la segunda, la tercera con la cuarta y 
luego estos dos resultados, obtendremos 


mM) o, ¿EL 2.0=NM EN, EN HE N+ 
+2. (KE, +K, XK, +K,) 
Según la hipótesis hecha 
N=N,+N, 
E=K PK, 
Designando por R el número total de raíces reales de la ecua- 
ción 
R=N,+N +N+NvNV, 
la igualdad úliima se convierte en 


Wo FL 20) =R+H2(K, +K-+K)) 


Llamando V el número de variaciones de la ecuación propuesta 
f(x) =0 y por V” el número de variaciones de su transformada en 
— x ,es fácil deducir que 


AS A to ==0 
La igualdad (m) será entonces 
(mM) VE V=R+2(E, + K-+K),) 


Si en la ecuación dada faltase algún término entre otros dos de 
signos contrarios ó del mismo signo, se podrá establecer 


Pr y IE 
m=V>+V>+28 
(véase Cours d' Algébre Supérieure de Serret, 5.2 edición, tomo I, pá- 
gina 262) luego en virtud de (») 
m=R+2(K, +K+XK,+8) 
y como evidentemente 
| m=R=+21I 


si 2 ] representa el número de raíces imaginarias de f (1) =0, será 
en definitiva 


21=2(K, +4 K+KE,+8) 
de dorde conforme al enunciado 
213 2K=2(K, +K,). 


CoroLario 1l.—Sea f (1) =0 una ecuación de grado m cuyas raí- 
ces son todas reales y E, f (a), Es f (%), Es f(%)..... Em f(x) las m 
eulerianas sucesivas del polinomio f (a). St en la serie de las (m + 1) 
funciones 


TA ADS IA E, F (2%) 


se sustituye sucesivamente dos cantidades reales cualesquiera — p y 
+ >= p, y si después de cada sustitución se encuentran las varia- 
ciones de signos que presenta la serie de los resultados, la diferencia 
entre el número de variaciones existentes para x = q y el relativo á 
x= — p, es precisamente ¿gual al exceso del número de raíces posito- 
vas sobre el número de raíces negativas que en la ecuación propuesta se 
encuentran comprendidas entre — p y + q. (Corral.) 

En el supuesto de que todas las raíces de la ecuación dada son 
reales, el valor de I será nulo y también necesariamente 


E E 0 IR 07. 8 =0.. K=0 


por lo que tendremos 


de donde deducimos 


. AE —-- =R vá 
U v E UY N, 


de conformidad al enunciado. 


1d 


AR 
CoroLario II[. — El número de raíces reales positivas de una 
ecuación cualquiera es 2gual-ó menor que el número de variaciones de 
su primer miembro; cuando es menor, la diferencia es siempre un nú- 
mero par. (Descartes.) | 
Las igualdades establecidas en el corolario 1 nos dan 


0. —=0=N, + N,¿ +2 (K, + K,) 


+ 00 


y como según vimos 


resultará SY: : 
V=N,+N+2(K, +K,) 
lo que prueba la presente regla, ya que N, + N, representa la tota- 


lidad de las raíces positivas de f (1) = 0, así como V es el número 
de variaciones de su primer miembro. 


'* CoroLARIO IV.-— Cuando una ecuación tiene todas sus raíces reales, 
el número de raíces positivas es ¿igual al número de sus variaciones, 
mientras que el número de raíces negativas es 24gual al número de varic- 
ciones de su transformada en — x. (Descartes.) 

Tenemcs efectivamente 


Pao 7% NN, +2(K,+K,) 


+00.) 
| Woo 29) = N HEN, +H2(E,+K,) 
pero como la ecuación tiene todas sus raíces reales 


K,=K,=K, =K,=0 


y entonces 
Ls A NN 
Ñ STE NA 
Según ya se demostró 
mL 27 / bae. 


luego 


V=N,+N, = número total de raíces positivas 
V=N,+N, = número total de raíces negativas 


lo que prueba el corolario, 


$ 18. —Determinación del límite superior del número de raíces reales 
de una ecuación comprendidas entre dos números, por medio de 
una doble serie de funciones. 


El teorema del número anterior se completa por una proposición 
que vamos á exponer y que da un límite más aproximado del número 
de raíces reales Be la ecuación dada tiene entre dos números cua- 


lesquiera. 
Sea 
E poo Ne m m-.1 e id 
p (1) = a, Y 5 0 Ro... A nr a 
la ecuación dada. Designemos por n/ el producto 1.2.3..... n y 


consideremos las dos series de funciones definidas por las fórmulas 


“m = y 


d) a Ecol 


mn ts 
(2) 9. (0)=[9, Sing karen, (ar)r Losa (20) 


donde v docibó valores desde cero , hasta m. _ Establecemos las con- 


diciones 7 
P,=1 + Do = [EM (00) JP 


cantidades que son ambas positivas. 
Tomando eulerianas en (1) y (2) tendremos 


50 EJ 9, (0) =(m 0) ya E 
(4) ON e y E, :9, (x) 7 (m —v —1) 2 [Posa . PE Poí E aa 


Prescindiendo de los factores constantes positivos, vemos que la 
serie de funciones utilizada en el artículo anterior es 


Po , Po+1 


DVD? A: 


AS ás 


veremos que, para un valor dado de x que no anula á ninguna de 
estas cuatro funciones, podrán presentarse los siguientes casos en 
relación á los signos de cada una de ellas: 


aii + + = - = 7 (e) 
+ + = - + + = - 
a OS a Ni (y v) 
+ —- = + + —- = + 
a 
+ — = + + = = + 
e ENS += = + E 
+ + = - + + = 


los cuales serán designados por las expresiones 


aí Permanencia — permanencia. ..... (P P) 
b. Variación — Variación... no dr. (V V) 
és Permanencia — variación... .... (PV) 
d. Variación — permanencia. ...... e IAS 


Podemos así enunciar los dos teoremas siguientes: 

I.—El número de raíces reales de ? (1) =0 comprendidas entre ls 
números positivos a y B es 2gual ó inferior en un número par al nún.e- 
ro de variaciones-permanencias ganadas ó al de permanencias-perna: 
nencras perdidas por la doble serie (5), cuando se sustituya en ella los 
números + y f. (Corral.) 

1.—El múmero de raíces de ? (xx) =0 comprendidas entre los nú- 
meros negativos «. y 2 es 2gual ó inferior en un número par al número 
de variaciones-permanencias perdidas ó al de permanencias-permanen- 
cias ganadas por la doble serie (5), cuando se sustituye en ella los nú- 
meros e y g . (Corral.) 

Estos dos teoremas son análogos ó correlativos á la regla de New- 
ton sobre igual cuestión. (Véase la obra citada de Weber, pág. 364 
á 368.) 

Haremos las hipótesis siguientes, algunas de las cuales demos- 
traremos después: y 

1.2 La ecuación ¿(x2) =0 no tiene raíces múltiples. 
2.2 Dos funciones consecutivas ?, y ?, +, no se anulan para el 
mismo valor de la variable. 


PARO 
3.2 Igual propiedad tienen las funciones »,. que dos consecuti- 
vas $ yd , nosereducen á cero al mismo tiempo. 
v Dr 1 


4.2 Como consecuencia de la condición 2.? y de la igualdad (2) 
se deduce que ?, y $, no se anulan por el mismo valor de zx. 

5,2 Ninguna de las funciones ?, Ó b, se hace cero para  = u 
E 

Al poner en la doble serie (5) el número « por la variable x, 
cada una de las funciones presentará un signo correspondiente: para 
que alguna de ellas le cambie es preciso que pase por cero. Estudia- 
remos, pues, los casos que pueden ocurrir. 

Primer caso. — Una de las funciones intermedias +, (2) se anula 
para un valor =4. y 

Entonces », (a) lleva signo contrario al producto 


Po (a). o +1 (a); 
d,,,(a4) y 9, ,(4) serán ambas positivas en virtud de la ecua- 
ción (2). 

Prescindiendo de-un factor numérico, +... (xw) es la euleria- 
na de ?, (2), luego si a > O sabemos que +, (a + h) es de signo 
contrario 4 ?, ,,(4+h), mientras que tienen el mismo signo si 
a<0; además, +, (a—h) y ?,,, (a —h) son del mismo ó de 
signos contrarios según que a>0ó6 biena<0Ó. 

Por tanto, si a > 0, tendremos 


y —]l v v—1 v=1 v v+1 
p(a= h..... 7 eS q A + mu 
o (a + h) AS EAS E 240 uE $ + 
DAT —— — — =o- _— —+ | 
de modo que para 

a=h..... EA Dia VAB= aprp | 
IIA DENSA RPP Y Po] 


Vemos, pues, que en este caso, el número de variaciones-perma- 
nencras y de permanencias-permanencias no varía. 
Si a fuese negativo, tendríamos 





Ad 
¿la — ID...» e de + — Ed es 
(a +h)... oy 5 se 5 dE == 
Q (a 5 Ue de — 2 — + ; Eb 
por_tanto, para E e 
a EN vv] PP vP| o: 
a, AN 


y entonces el número de variaciones -permanencias y de dci 
dd manencra tampoco varía. 


Segundo caso.— Que la función dada < (u) se mole para. x= 4. 
Como entonces q, es positivo, tendremos paraa > 0. . 


E ES ; 
oa —h) . e Pa 
ola HRh..... ASE 35 
DIDIER E se e 
luego, para uj9 
E AE Lis gn O 
y para res 
: a SN v P pos ze 


por tanto, si la raíz es y positiva se AS una pe pmanencia-permas n 
cia y se gana una variación permanencia. - 


Si fuese a < 0, sucedería ( * - 
0 Ne 
: o (a — A ada EA 
o(a—+h)... + + 
b (a) ES —- —+. 
z ” 
a=h.....| VW P| ah az BP] EA 


de modo que 81 la raíz es negativa se pierde una vartación-permanen- 
cia y se gana una permanencia-permanencia. : 


Tercer caso.—Que alguna de las funciones intermedias d, (1%) se 
anule para 1 =4. IRE RARA 0 UA 

Entonces 9, ,(4)y 2%, : (a) tendrán el mismo signo, pues de 
lo contrario P_ (a) sería una suma de cantidades positivas distintas 


= 89 = 


de cero; por la igualdad (4) se ve que E, w (a) tendrá el mismo 
signo que el producto +, ,(a).v,,, (a).? (a) y como podemos 
elegir h de tal modo que entre (a—h) y (a + h) no existe raíz 
alguna de b, ,, (7), entonces serán p, ., (a—h) y 0, (a+h) 
del mismo Eds, : 

Ahora si la raíz a es positiva, », (a+h) es cd signo Mano 
á E + (a+h) y por tanto al rodecto 7 AA : 


AE Ln mes 


O, (ah); 


DS 


también entonces d, (a — ») será del mismo signo que 
E, D, E ó que-?, ¿(a—h). LS ar AJ 4 La) 
Los casos principales que podin ocurrir serán, pues, 


0 mel PE e pedo v ETS 




















EOS A en E E 

a = ue A 

Y (a +4) A 3 = yl o] as ASA e 

e A CAES á le Es IES 
E E - ds e e 

Dla+=h)....... —+ bs e E O UETER 

y tendremos para 

A o e DA Set vv| | ve vv | 
AI A ds a Use PV | 1 sel LUN ve] ] 


En el primer caso se Feo dos permanencias- permanencias, 
el segundo y cuarto no ocasionan cambio alguno A en Sa tercero se 
ganan dos variaciones-permanencias. S 

Si la raíz a fuese negativa, P (a + h) Heva el mismo o que 
E, », (a+h) y por tanto- que +... (aJj.o,, (a+h). e, (a), 
mientras que bp, (a —h) tendrá signo contrario á E, pe (a —h3.y 
á E 

a 10) DB la th). ? 2. (a). z | 
Lo mismo que O A los e casos principales de > pueden 
presentarse, son: e E Rd E 


” 


a! V v+1 ad % v+1 
IO RNA —+ =— — =— —+ — 
b (a—») o o= + po OS 
Dd (a+—h..... —+ —b— —+ bs e HE 
A AO q 27 De E q Sn a 
Dl(a=h) .... as e EE dE ze ao 
D(a+—h..... + dE eh 2 2d: A 





y entonces para 


a—=h..... LB Py pr INEA 








A [Prorr]|ey Pr] | vv vr 


En el primer caso se ganan dos permanencias-permanencias, en 
el segundo y cuarto no ocurre variación alguna y en el tercero se 
pierden dos variaciones-permanencias. 


Siendo positivos los números 2 y £; presentando para el primero 


la serie (5) un número (V P), de variaciones-permanencias y otro 
(PP), de permanencias-permanencias, y designando por (V Ple, 
(P P). los números análogos para  = pg, tendremos, en virtud de 
los principios demostrados para las raíces positivas, que si r, Tepre- 
sentan el número de ellas comprendidas entre a« y g, serán ciertas 
las igualdades 

(V cn e 2 =(V Pl 

(PP), — 1, —2k=(P P) 


de donde 
1, =(V P)g — (V P), —2 A 1, =(PP), — (PP) — 2% 
lo que está de conformidad con el primer teorema. , 


Si los números o y g fuesen negativos, entonces tendríamos 
(VP), — 1,7 2% =(V Py 
(PP), Hr, 21 =(P P)a 
luego 


e. =(VP), — (V Pg 2% 7, =(P Pla — (PP), — 28 


según el enunciado del teorema segundo. 


Ye ds 


¿e 


— 91 — 


La condición impuesta de que dos funciones ?, y P, consecuti- 
vas no se anulan para el mismo valor de x, puede ser consecuencia 
de la hipótesis 1.2 que supone á la ecuación dada + (x) =0 despro- 
vista de raíces múltiples. Bastará para ello hacer pequeñas altera- 
ciones en los coeficientes a, de la función + de tal modo que las con- 
diciones 2 y 3 sobre las +, y P, sean verificadas, y también por otra 
parte que ninguna de las raíces comprendidas entre « y $ salga fue- 
ra de este intervalo. El teorema siendo verdad para las funciones 
%, y P, transformadas, lo será igualmente para $. 


CoroLArIo 1.— El número de raíces positivas de y (x) =0 es 2gual 
ó imferior en un número par al número de (V P) que presenta la doble 
serie de Newton 


A, a, 0, Ay Ca 
(6) Á Á Á Á A 
0 1 2 OS m 
en donde 
a == 1 A, =(m—v).v.as?._ (V1D.(m—w+1.4, ,-0%,.,1 


Notemos en efecto que 
— / 
.M= col om 
m! 
(m—v)! 


= ——— .m.(m-=—ib..... (m -=v+H1)a, = 


AR 


luego para x= 0 la doble serie formada por las funciones ?, y P, 
no presenta más que (P P), 

Dando á la variable x el valor x= + w el signo de las funcio- 
nes ?, (2) es el mismo que el de su primer término; luego á los efec- 


tos que nos interesa podremos escribir 


3 


, o, (+ 0)= 
de donde 


(m — v) ! 
= $7 v!.a, 


m! 
$ (m—v+1D/. (0D) (m—v-D!.(0>D!, 


mi!.m! 


2 
0, o) = [ML 1 0, — 


alto DL 0) mv 1! : A 
Ori PU (m —v). > RRA 
mm: m) : ee iio 


De aquí deducimos que para x= +00 la Su serie. , de funciones 
Py 0 , Prósenta los 'mismos signos que la (6): luego. .” 


AA 23 Do os PA 


(VP),.=álas (V db de la doblásette (6) = (V P), ; por lo cual' 
Ds a a IND a: 


Ob to Rina á lo Enufcidad. 


CoroLario (.—.El número de raíces negativas de + (+) =0, es 
agual ó inferior en un número par al número de las (P P) que presenta 
la doble serie (6). 


Según ya probamos, el número o de raíces negativas viene 
dado por la expresión | 


o INP OI 


Al cambiar z en =x, las variaciones de la serie completa 


se transforman en pernmanencias, mientras que el signo de las can- 
tidades Do 


AA 


permanece invariable; así pues E b1 a > 


-(VP)J ¿= 4 las (PP) de la doble serie (6) =(PP 
y como | : ; 
(VP) Poe 0 : » 


tendremos en definitiva 
ro = PB) —2 2: 
CoroLario III. — El número de raíces reales de la ecuación 
o (a la es 1gual ó inferior en un número par ú la totalidad de las per- 


manencias de lic serie Ay Ay Az..... A, completa. 





— 98; — 


y 


Sumando las igualdades correspondientes á.los dos corolarios, 
anteriores obtendremos, llamando por Ri el número total de raíces, 
reales, 


o E CE Pe less 
siendo de observar que la suma. - 2 
(VP) +(PP)= al número de permanencias de la serie simple 


A, A 


CoroLarrio 1V.— El número de raíces ¿imaginarias de ?(x)=0 
es 2gual ó mayor en un número par-á la totalidad de las variaciones de 
¡a serie completa Ay Aj A2.... Am. 

No faltándole ningún término á la serie 
| A, O PAS A 
será evidente que 
CPI FEV FE 
si bien el número de sus variaciones (V.), será siempre par, pues 
los términos extremos A, = A,, =1 tienen el mismo signo. 
- Como por el corolario anterior 


=P 
y además 
R—+I=m 
deduciremos definitivamente que 
ENS 


conforme al enunciado. 


Esemero. — Consideremos con Petersen (obra citada, página 
197), la ecuación 


9(ay="%*=30* 42080 +30 -2=0 


que carece de raíces negativas según se comprueba inmediatamente 
por la regla de Descartes. Aplicando nuestro teorema Í del $ 16 á 


esta ecuación cambiada de signo, y á su transformada en 30 de- 


¿== Y4 — 


ducirá que 1 es límite inferior de las raíces positivas y 4 el límite 
superior de las mismas. Tendremos pues 


E,2(0)=-—30 +40 —A.a +12.0—12% 
E,q()=4% —48.0 +36 . 0% — 500 

E, 0 (a) =—48.0? +72. 2 — 1500 

E, 9 (4) =72% — 3000 

E, 9 (a) = — 8000 


de modo que aplicando las fórmulas (1) y (2) se formarán las si- 
guientes series de funciones: 


9, (1) = — 30 DB, (1) =1 

e, (1) = 4! x — 136 = — 3264 | b, (1) = (3261) — 30 x 3048 = 10562256 

9, (1) =— 3048 D, (1) = (3048)” — 3264 Xx 2952 = — 345024 
2, (1) = — 2952 D, (1) = (2459)” — 3048 X 2928 =: — 210240 
4, (1) = — 2928 b, (1) = (2928 — 2952 x 3000 = — 282816 
9, (1) = — 3000 b, (1) = (3000)” = 9000000 

L, (4) = + 243 D, (4 =1 

p, (4) = — 28352 D, (4) = (23352) + 243 x 5208 

Pa (1.= — 5208 D, (4) = (5208)" — 23352 X 3960 =— 65350656 
2. (4) =— 3960 D, (4) = (3960) — 5208 X 2712 =-—+ 1557504 
9, (4) == — 2712 D, (4) = (2712 — 3960 x 3000 =— 4525056 
2, (4) =— 3000 D, (4) = (3000) = 9000000 


Resultará, por tanto, para x = 1 la doble serie de signos 


a 7 = - ER a 
en donde 
(YP) =0 CRPISTa 
mientras que para x= 4 se tendrá 
—=— — an pe == UE 
E añ St Sy 3% 
siendo 
OP (PP), =0 


Según nuestro teorema Í, como al pasar de =1 á4x=1 se ha 
ganado una variación-permanencia en la doble serie de funciones 
2, D, la ecuación dada tiene un sola raíz positiva, siendo las cuatro 
restantes imaginarias. 


nas Ga 


S 19.—Ecuaciones cuyas raíces son reales. 


Teorema l.— Entre dos raíces reales consecutivas y del mismo signo 
de la ecuación f(x) = 0, existe una ó un número impar de raíces reales 
de la ecuación E, f (2) = 0 obtenida igualando á cero la enleriana de 
f(x). (Corral). 

Esta proposición es análoga ó correlativa al conocidísimo teore- 
ma de Rolle. 

Sean « y 2 las dos raíces reales consecutivas y del mismo signo 
de la ecuación dada f (x) = 0. Suponiendo que sus grados de mul- 
tiplicidad respectivos sean a y hb tendremos 


(1) Fl) =(— 0). (a — BP”. f, (0) 


En el intervalo «, glas funciones f (1) y f, (%) tienen un signo in- 
variable, pues de lo contrario ambas admitirían una raíz, por lo me- 
nos, comprendida entre « y g; lo que es contra hipótesis. 

Tomando eulerianas en los dos miembros de (1), resulta 


(00) (e—B.EF() 


(2 S (x) 


—a..(2—PB—b.B.(x—u)+— 
(em .(0—B). E, f(0) 
Sy (2) 
Siendo » y £ las dos positivas ó negativas, podremos suponer 
a > Y 
y entonces para 2 = 4 el segundo miembro de (2) toma el valor 


a. —fZ0 si «So 





mientras que para « = g valdrá 
: 0 


Así pues, con las suposiciones hechas, al crecer x de g á z el segundo 
miembro de (2) pasa por cero una vez ó un número impar de veces: 
lo mismo tendrá que ocurrir, evidentemente, con el primer miem- 
bro. Como al variar x desde «a hasta £, las funciones ( — %), (a — B) y 
f (x) conservan un signo constante, será preciso entonces que E, f(x) 


0 


pase por cero, en el intervalo «, g, una vez z Ó un número impar de 
veces. j 


COROLARIO 1.—Si la ecuación completa F (a) = 0 de grado m tiene 
todas sus ráíces reales y del mismo signo, la ecuación E Os lec PU ten- 


drá ¿igualmente todas sus raices reales, y dos raíces consecutivas de la 
neo udE ecuación comprenderán sempre una raíz de la primera. (Corral. ) 
' Llamemos 


IATA DO 


las raíces de f (1) = 0 , cuyos grados de multiplicidad son, respecti- 
vamente, | SS 


por lo cual 
Mi — Ma — Mg SN — M, =M 


Según probamos oportunamente al tratar de las ecuaciones con 
raíces múltiples, la euleriana E, f (x%) tendrá también de raíces á los 


números %,,%,,%,..... 2 con grados de multiplicidad iguales á 
(m.— 1D): (m,— Y) Mm (m. — 1). Pero como el teore- 
ma anterior indica que la ecuación E, f(x) =0U tiene además una 
raíz entre %, y 2,,.Otra entre x, y x, y así sucesivamente hasta la 
comprendida de x, , áxw, resultará una totalidad de m, =1=+> 
+A O (m — 1) +n— 1 =m— 1 
raíces para E, f(x) =0. De aquí deducimos que to las las raíces de 
E, f(x) serán reales, pues tal función es de grado (m — 1), así como 


también que entre dos raíces de f (1) = 0 no existe más que una 
sola raíz de E, f (2) =0. ] 
Designando por 


AA e 


las (n — 1) raíces de E, f(x) = 0 que hemos. mencionado y que 


se encuentran comprendidas en los (n — 1) intervalos de la serie. 


x A AA DAA 


o 


e 


nos resultará evidente que las raíces de f (x) = O están á su vez 
comprendidas en los n intervalos de la serie 


Sie Ya” y 


en el caso de que todas las raíces fuesen negativas. Podemos decir, 
por tanto, que las raíces distintas de E, f(x) = O separan á las raí- 
ces diferentes de f (ax) = 0. | 


CoroLar1o 11.—Dos raíces consecutivas y del mismo signo u , E de 
la ecuación E, f(x) =0 no pueden comprender entre sí más de una 
raíz de f (1) = 0. (Corral.) 

Porque si hubiese dos raíces a y b de f(x) = 0 en el intervalo 
% , 8, la ecuación E, f (x) =0 tendría por lo menos una raíz y com- 


prendida entre a y b, y, por tanto, entre + y B : lo que es contra el 
supuesto 


CoroLarto 11.—S% la ecuación f(x)=0 tiene todas sus raíces 
reales y del mismo signo, ocurrirá igual con las funciones IAE 
AR SE PAT] 0 Si una de estas eulerranas E, f (x) admi- 
te una raíz « con un orden de multiplicidad a mayor que uno, u. será 

raíz de orden a + vw de f (2) =0. (Corral.) | 

Esta proposición es la consecuencia de aplicar repetidas veces el 
corolario 1. 


Aplicaciones. 





Ecuaciones trinomias con exponentes impares. 


La ecuación considerada tiene la forma 


FfoQ=Y«+p.+tg=0 
siendo m y n números 2mpares. Aplicando la regla de los signos de 
Descartes, es fácil ver que el coeficiente p debe ser negativo para 
que la ecuación tenga tres raíces reales; observándose también que 
1 


cuando p y q son. negativos la ecuación puede tener dos raíces rea- 
les negativas, mientras que cuando p <0,g>0 es posible la exis- 
tencia de dos raíces reales positivas. 

Investiguemos ahóra cuáles son todas las condiciones necesarias 
y suficientes para que la ecuación dada tenga tres raíces reales, sien- 
do dos de ellas positivas; ó bien tres raíces reales, pero dos de ellas 
negativas. No es posible que las tres raíces rodteRa sean al mismo 
tiempo positivas ó negativas. : 

Primer caso.—Tres raíces reales, de las cuales son dos positivas.- — 
Estas dos raíces positivas comprenden una. raíz real de la ecuación 
euleriana 


E,f(0)=(m—02).p.v +m.q=0 


cuyas dos raices reales son 


— + Vi A m.q 
Y (mM—nNM). p 
La primera condición á satisfacer es 
p.9<0 y como p<O0 será 9>0. 


Resulta por tanto que la raíz positiva 


MA 
=+ y —(mMm—NMPp 


de la ecuación euleriana, estará comprendida entre las dos raíces 
(b y c) positivas de la ecuación trinomia. Designando por «a la raíz 
real negativa de la misma, formaremos la siguiente serle * f 


e AN 2 e 
3 > WA 7 SN 
O a ES 4 O AOS 
en donde los signos superiores indican el resultado de sustituir en 
la función dada dichos valores. Se tendrá, pues, 


FAB O 


Recíprocamente, si la ecuación satisface simultáneamente 168 con- 
diciones 


SAS a e LBS 


resultará que entre:b” y. +0 existe una raíz real positiva, así como 


OO. ca 


otra entre b” y 0; luego la ecuación trinomia ' tendrá bros PERICOS: rea 


les, siendo dos 58 ellas positivas; "* “7 PO 0sno pies de 
Realizando operaciones obtendremos 
4 tr . m . 
MU jure: ales DM 24%] 
ar ao ias MI HA < o' 1] 
: A ( (m—n)p z E (m rob ha eo AIN 3 
ó bien ea 


E eS da NS n.q 
DY RN E 
Ambos miembros de ésta. desigualdad son cantidades positivas 
por lo que pueden elevarse á la potencia n, resultando en definitiva 


E) HE) > Dan (a) 


ya que mes impar. | eo br 

La desigualdad (0) Junto con las p <0,q> 0, representan: la 
condiciones buscadas. (Corral.) 

Puede deducirse fácilmente la relación 


(eE +( n.q ) <b! : H - O 
m DUI ME 


que todos los autores indican como característica para que la ecua- 
ción dada tenga tres raíces reales y que es una-econsecuencia: del: teo- 
rema de Rolle. Basta' para ello observar ques” La ET 


, 
' E 


m.q ( m.q y 
A ( mn). p 4 -(m — Mm) p 


y n AI ¿EN m' 
( ap de m—ñ m—n 


..-. 


y como de (-.) se obtiene 


( m.q Ji> = ( RO ) 
(m—n)p ). o m—nN 


resultará 


Y/) ” os > lr E y > n > y 
m ( n.q ) m— mn 


conforme deseábamos.'* Y 
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Segundo: caso: —Tres raíces reales, de las cuales son dos negativas. 
—En este caso se tendrá, ante todo, 


O A aa q <0 


Llamando au. y blas dos raíces reales nevativas de la ecuación 
trinomia, su euleriana E, f(x) tendrá necesariamente una raíz ne- 


gativa comprendida entre aquellas y que valdrá 


a! = + e PES e AA 
V (m— 1) . p 
Obtendremos, como antes, la siguiente serie de valores 


o - - 


— 0 a PAG C + 0 











en donde c representa la única raíz positiva de la ecuación. Se ten- 
«rá: pues: 


F(aN)>0 


Recíprocamente , si la ecuación trinomia satisface al mismo tiem- 
po las desigualdades 


p<0 q <0 F(a)>0 


resultará que entre — oo y a' habrá una raiz real negativa, así como 
también entre a” y 0; luego la ecuación dada tendrá tres raices reales, 
siendo dos de ellas negativas. 

Efectuando-eperaciones se obtendrá 


E IA ER a 
( 1) P*(m—n).p A 
ó bien 


| Y, 
(E m.q ) > —N-1 
: (m— mn). p m —n 


Esta desigualdad no cambia de sentido elevando sus dos miem- 
bros negativos á la potencia impar » ; luego 


( io or 
(M—MN).Pp 0 m=—= n 559 2 0) 
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La desigualdad (2) en unión á las p <0,q <0 indican todas 
las condiciones buscadas. (Corral.) 
También en este caso puede llegarse á la relación característica 


(a), pues como 
m NX n 
A tu 23 
Xin — mM) p 5 DN 





resultará 


m m 
A A m—n m- n WEGA E 
; ON mE AAN E ne y NM ir 0 Ae q mM —N 
( m.q ) ( nó ) 
(m—n). Pp. MAN 


ya que se trata de fracciones de numerador negativo y denomina- 
dor positivo. 
Cuando se tenga 


| m.q Yo mn e NN e 
la t33) a) q Cb) 


la ecuación trinmomia poseerá tres raíces reales, siendo dos de ellas 
¿guales entre sí. Pues entonces la raíz real 


a=- + E 





E — sa Pp 


de la ecuación 
E,f(12)=(m—n).p.e" +m.q=0 


es también raíz real de la ecuación trinomia, lo que prueba la exis- 
tencia en ésta de una raíz real doble, circunstancia que demuestra 
á su vez tiene que haber tres raíces reales en la ecuación dada. 

De la igualdad (b) se deduce fácilmente que 


o 1 


bajo cuya forma se expresa, por todos los Autores, las condiciones 
á que debe satisfacer la ecuación trinomia para que se verifique el 
caso actual. 

Ecuación trinomia de tercer grado. Tiene por expresión 


a mp en y ==00 


OS 


siendo entonces >... 
m=3 EL: 
¿Las trés proposiciones anteriormente enunciadas dan aquí: 
1.2 Las condiciones necesarias y suficientes para que la ecuación 
trinomia de tercer grado tenga tres raíces reales, entre las cuales 
haya dos positivas, es que sus coeficientes satisfagan las tres des- 


igualdades : 
¡ de 
O 470 la (4) 
4 Po 
Esta última relación, en virtud de las primeras, se transforma en 


MIR 4.p<o 
y unida á la; | 
q>0 

bastan entre ellas dos para definir este caso. 
¿2.2 Para que en la ecuación existan tres:ralces reales siendo dos 
de ellas pegativas, será necesario y suficiente que 


2 (+ L<o »<o 1<0 
ó bien 
TPFALSZO 40 
3.0 La ecuación trinomia tendrá una raíz doble y la tercera real 
euando 


o A ae “q ra 


Ó sea 
27.4 +4.p=0 
El valor de la raíz doble será 





—-> __———— _—_— E 





Ecuación general de tercer grado. De-su forma completa 
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S e 
Y +py+q.yer=0 
puede reducirse á la expresión 


3 
2 $4 
A 


por medio de la sustitución 


cd 
U= im 3 
siendo entonces 
Pp IAS ep 
Ft CERO LESA (pr UE RÍA - 
TE E OS Dra 


La característica de realidad para las tres raíces de la ecuación 
general de tercer grado será, según hemos visto, 
> Ma +H4.p*o<o 
ó bien dE 


(2 a + 4. (1 — Zy<o 

| 27 3 

y efectuando operaciones resulta | 
A A a (c) 


Dicha condición envuelve o la 
¡Pe a), 


por lo SN no es necesario mencionar esta última. 

'Tratemos ahora de aplicar nuestro teorema correlativo al de Ro- 
lle para encontrar las condiciones que satisfacen los coeficientes. de 
la ecuación general de tercer grado cuando sus tres raíces son reales 
y del mismo signo. La ecuación euleriana es 


ES (2) = =p a +29.2+F3:7=0 
valiendo sus dos raíces 
—qÍH ME a p.r 
P 


Una primera condición necesaria es que las dos raíces de la eu- 
leriana sean reales, para lo cual 


xx == 


d¿—3p.r>0 E (3) 
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Las tres raíces reales de la ecuación podrán ser todas positivas ó 
negativas. 

Primer caso.—Las tres raíces son positivas. —Designando dichas 
raíces por a, b, ec colocadas según orden creciente, tendremos que : 


al ==— + Vd Sade 


EL 
P 
q A a dl 
VU====—.) Cad AR 
p ” q y 
estarán comprendidas respectivamente entre a, b y b, c. Podremos, 


pxes, formar la siguiente serie de valores 


- TI "A A A 7 A 


0 a a! D bp! C + wm 
que sustituidos en la ecuación dada producen los signos aquí indi- 
cados. Por ser las tres raíces reales y positivas se deberá tener 
DAA NO 
de modo que 
p.r>0 

Al hacer x = 0, el primer miembro de la ecuación se reduce á 

r <0 y permanecerá negativo hasta que se llegue al valor x = a, 


que es la más pequeña de las tres raíces consideradas; de x = 4 
hasta 4 = hb este primer miembro será positivo, así es que 


F (a) > 0 (4) 
Entre los valores + =b y x= c la función f (1) tomará signo 
negativo, por lo cual j 
F0)<0 (5) 
permaneciendo luego después positiva dex=c4x=-+00., 
Si realizamos las operaciones indicadas, las desigualdades (4) y 
(5) se convierten en 


2 
y E 
pS E le PRO E 


Pp 
1 
+3 Ltd+op. a rd 2 1) >0, 6) 
Vitaands 2 2 | 
¿| (td +3Bp."+p a) + 
Pp 


+ (id+roo.qr+oog-2prn<0 (7) 
P 
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Restada la (7) de la (6) obtendremos 


V “—3pr 
a da ar a) 0 


2 


y siendo 
O AY ¿pr >0 
se deducirá la condición 
4—3p.r—p 1I<O0 - 48) 
que es satisfecha por todas las ecuaciones de tercer grado cuyas 


raíces son reales y positivas. 
Designando por 


O. 


Le o 
A 
P 

L 
ol ra d—e y 1) 


(—1g+3p.r+p.9) 


las desigualdades (6) y (7) toman la forma 
a+e<o0  f=u>0 
de donde 
a <P) 
a <—8) 
La cantidad / es siempre negativa según demostramos. En cuan- 


to á g puede ser positiva ó negativa. En el primer caso, la des- 
igualdad 


(9) 


a dE 
tiene sus dos miembros negativos, luego al elevarla al cuadrado 
cambia de sentido, es decir, que 


> g? (10) 


Cuando g fuese negativo, entonces se llegará al mismo resultado 
(10), considerando la desigualdad 


a <B, 
Observando que g puede ponerse bajo la forma 


2r 
a AP Hr 4) + e A 


% 
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la desigualdad (10) llegará á valer, a de multiplicar sus dos 
miembros por y" ls eS E 
(8-1. PP. (84) +4.p.q.r.(=48 +3p.r+p )]+ 
+3p.r.(—4g+3p.r+p q) <0 Adi ad 
Realizando operaciones y dividiendo por:p”..7 > 0 se obtiene 
4.9 + 4. pp r—pg—18p.q9.r +27. <0 na 


que es la condición (c) encontrada antes, y que debe is por 
ser las tres raíces reales. 


tonces a 
p>0 a>0 r >0—-  parr>0 
de modo que/ Lo ] 


qe me 


be <a > 
Siendo a < b <clas tres raíces de la ecuación, según orden 
creciente, formaremos la serie siguiente: 
a 


C al b e a. — 0 





de donde se deducen las desigualdades 
PON RE 
que combinadas entre sí producen ) 


y VEIS a e —3.p. r—p -9)<0 
p” 
y como 


po +YVg=3Bp." >0 
resultará en definitiva e | 
49 —3pr—=p.9<0 
que es la: misma desigualdad (8) del caso anterior. e 
Del mismo modo que amtes se demuestra aquí que la rela- 
ción (c) es satisfecha por los coeficientes de la ecuación. 
Como resumen de este A podemos enunciar la proposición 
siguiente: OA BRE: A, 
Cuando las raíces de una ecuación da Pda grado son todas reales 


y de igual signo, Tas tres desigualdades | : o 
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4 q EU e a Y —18pqr+ pr ps apo (9) 
t1—3p. r=pa<o (10) 
E 3pr>0 , Es (11) 


son satisfechas por dos coeficientes de la misma. (Corral. ) 

La condición (9) se verifica siempre que las tres faíces de la 
ecuación sean reales, mientras que las (10) y (1 1) son: especiales para 
el caso de que todas dichas-raices tengan el mismo signo. - 

Así la ecuación | h 


Ode aL BO, 0 
en donde | 5% 
¿o es | q =381 | o .r=—30 
satisface las tres condiciones (9), (10) y (11); sus tres raíces son rea- 
les y positivas. (A al 


S 20.—Límites del número de raíces complejas de una función 
real con parte imaginaria positiva Ó negativa. 

En los $ 1 y $ 2, hemos dado á conocer el procedimiento exacto 
para calcular la diferencia entre el número de raíces complejas de 
una función real que tienen parte imaginaria positiva y el número 
de los que poseen coeficiente imaginario ooo pero comprendi- 
das ambas en un contorno dado. 7 

Cuando no se trata más que de saber un límite superior del nú- 
mero total de. raíces imaginarias de la función real dada, la cuestión 
puede simplificarse algún tanto. Suponiendo que 


F(2)=0(0).[9(0y)+i.y.0(2 y)] 


sea la función real supuesta que admite raíces reales y complejas; 
podemos enunciar la proposición siguiente: 


Teorema l. — S la curva f cuyas ordenadas son todas positivas se 
encuentra dividida por la curva + en 2 p segmentos, sobre los cuales + 
es alternadamente positivo y negativo, el número de las raíces de F' (2) 
situadas en el imterior del contorno f es á lo más 2gual á p; cosa análo- 
ga ocurre cuando f está dividido por v en 2 p segmentos para los cuales 
la misma condición queda satisfecha. (Corral.) 
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Según el $ 2 la característica del sistema de las funciones f ,? y $ 
vale 


r=+[2090-807.0]=s, 


ya que la curya f por estar en la región de las ordenadas positivas 
no comprende más que puntos de salida S(+, 0) interiores á dicho 
contorno, los cuales son todos raíces complejas de F (2) que tienen 
parte imaginaria positiva. : 

Como la curva f' es encontrada por la + en 2 p puntos, tendre- 
mos evidentemente 


| p=> [24 204845910] 
luego en definitiva | 
Si =p —S(f;9,0) 
y como 
Sifip,09>0 


deducimos que 


Se: —?- (c.a. e). 


Se razonaría de un modo análogo para demostrar la segunda 
parte de este teorema, ya que también ] 


K= S, =2[264,9,9-80;5,0] 


Conviene observar que siendo F (2) una: función entera y real 
á cada raíz compleja a + 2. b existirá otra a — 2 b; luego á las 


Ss (4, 0) raíces con parte imaginaria positiva, corresponderán en la 
py 
región inferior del plano otros tantos E”, (+? , 0%) que serán exteriores 


al contorno f, pero también raíces de F' (2) = 0. 


CAPÍTULO IV 


Número exacto de raices reales de una ecuación. 


$ 21.—Raíces reales entre dos números dados. 


Teorema l.--Sz se aplica al primer miembro de una ecuación 
F (x) =0 y á su eulerrana E, f (x) el procedimiento conocido para en- 
contrar el máxwmo común divisor de las dos funciones, con la sola con- 


dición de cambiar de signo á los restos antes de pasar á ser divisores, 
hallaremos la serie siguiente de funciones 


de FO, E 0), XXX 0... X X 


cuyos grados con relación ú x van en escala decreciente. 

Siendo + y g dos cantidades reales cualesquiera, sustiturremos 
en (1) á x por «. anotando la serie de signos que así resulte para contar 
el número de variaciones; después haremos la sustitución en (1) de x 
por g, observando también el número de variaciones que presenta la 
nueva serie de signos. La diferencia entre el primer número de varia: 
ciones y el segundo es 2gual al exceso del número de raíces negativas so- 
bre el número de las positivas que la ecuacion f (x) =0 tiene compren- 
didas entre «. y g. (Corral.) 

El teorema así enunciado resuelve el problema de encontrar el 
número exacto de raíces reales de una ecuación comprendidas entre 
dos números dados. Es de tanta importancia práctica como el bri- 


— 110 — 
llante teorema de Sturm, presentando en sus aplicaciones cálculos 
análogos, ya que las operaciones numéricas que en ambos se reali- 
zan presentan la misma complicación, pues la derivada de la fun- 
ción dada 


F(1)=m.a, . rr? +(m—D.0,..”” 


+(m—9%.a,2 + o OS 


es tan sencilla y fácil de formar como su euleriana 


E, f(a)=a, 42.0, e By RSE” A 
+ (m.— 1) E TH Sa. 


La serie (1) goza además de propiedades diferentes á las llama- 
das series de Sturm, de modo que es imposible confundir ambas 
proposiciones, diferentes entre sí, pero que resuelven de un modo 
semejante el mismo problema... 

Podemos decir que se trata de un teorema, que es en cierto 
modo correlativo al de Sturm. - 

En las aplicaciones prácticas de encontrar el número de raíces 
reales de una ecuación numérica, las cantidades «. y se sustituyen 
sucesivamente por 


id ia g = límite superior de las raíces positivas. 
eS 0 AO te In renos de las raíces negativas 


y entonces el teorema nos da, llamando por V las variaciones, con- 
tadas en la serie (1) para los primeros valores y V' las variaciones 
que se presentan en (1) cuando ponemos los segundos límites, que 

Va — V, = p = número total .de raíces positivas de f (1) =0..* 
V o-—V., 


Ú 








hn = número total de raíces negativas dé in e 
Para demostrar el importante teorema enunciado, empezaremos 
por suponer que la ecuación dada f (1) = 0. tiene todas sus raíces 
desiguales. ! 
Por ser las funciones X,,X,,X...... e los "SIGAN que se 
obtienen (cambiados de ra al efectuar las operaciones del proces 
dimiento clásico empleado para deducir el máximo común divisor 


de f (1) y E, f (2), tendremos que se verificarán las. siguientes igual- 
dades 2. da PS PEE dE LOU 


ya 


A 
f()=E,/(0). ds Zo 


E,J()=X,.Q,- 
XA. =X5.:Q 57 E 


(2) o AO a an de a 
¿ PA Ca E An +1 
A A X, 


He aquí ahora las propiedades de la serie (1):- 
1.0 Dos funciones consecutivas de (1) no pueden anularse para. el 
mismo valor de - comprendido entre « y É. 
Las dos primeras f (x) y E, f (x) satisfacen esta cualidad ya que 


por hipótesis f (1) =0 no tiene raíces múltiples. Además, si fuera 


simultáneamente 


entonces por la igualdad 


A ÍA: L eS 9 el. 1 


resultaría también: X, ,, =0. Así sucesivamente llegaríamos á de- 


ducir que X,=0, lo que es imposible desde el momento que X, es 


una constante diferente de cero, según se desprende del procedi- 
miento mismo del m.c. d 

2.2 La función X, no se anula para ningún OR dex entreauye, 
conservando siempre un signo constante para todos los valores de dicho 
intervalo. 

3.2 Quando una de las funciones de la. serie (1), distinta á la pri- 
mera, se anula por un valor de x comprendida entre y y £, las funcio- 
nes próximas, anterior y posterior ' ella, son 3guáles e pero de signos 
contrarios. 

Si efectivamente 


Xx, =0 
entonces la igualdad | 
; AO | eE A 
nos dará 
Ana y 
PY La relación 6 cociente LY 


de las dos primeras funciones 


E, f(x) 


— MD AÑ 


de la serie (1) pasa de positiva á negativa para un valor positivo de 
x que la anule, y de negativa á posvtiva cuando dicho valor de x sea 
negativo, y suponemos que la variable x crece desde % hasta B > 2, 
(Corral.) 

Esta última cualidad la demostraremos después. 

Si en la serie (1) sustituímos por « un número cualquiera, cada 
uno de sus términos presentará un cierto signo; para que dicha se- 
rie cambie de signos, será preciso que algunas de sus funciones ex- 
perimente dicha variación ó sea que se anule para valores de 4 com- 
prendidos entre u y 8. 

Como consecuencia de las propiedades anteriores, podemos esta- 
blecer: 

Primer principi0.—8%1 se anula alguna de las funciones intermedias 
de la serie (1) para un cierto valor de x= comprendido entre « y E, ya 
sea positivo ó negativo, el número de variaciones de (1) no se altera. 

Supongamos que X, sea la función que se anule para el valor 
particular de z= «a; entonces según sabemos X,_,=— Xp +1. 

Llamando por h una cantidad tan pequeña como sea preciso 
para que (a —h) y (a+h) no comprendan ninguna raíz de 
Xa-1=0y X, +1 =0, se tendrá que cada uno de estos dos poli- 
nomios llevará el mismo signo para los valores 


z=a—h Ed r=a+h; 


pero como al ser x= a llevan ellos signos contrarios, será evidente 
que también lo llevarán cuando x tenga los otros dos valores. 
Así pues 





A AX Amt 
WE ei lirio ra INN AN. Poe 
A EA pd A E IAS Te 
TELA AS A TA y 


por donde vemos que el número de variaciones es el mismo en los tres 
casos, no ocurriendo igual con las permanencias. 

Segundo prinerpr0.— 51 para un cierto valor positivo de x se anula 
f(x), la serie de signos (1) á partir de este valor viene disminuida en 
una permanencia y aumentada en una variación; si por el contrario el 
valor de x que anula ú f (x) fuese negativo, el número de variaciones 
de (1) disminuye en una unidad mientras que el de permanencias au- 
menta en otra. (Corral.) ] 


E VA A 
me ETA 


— 113 — 

Este principio es la 4.? propiedad de la serie de funciones (1) 
enunciada en otra forma y cuya demostración es la siguiente: 

Sea a el valor positivo de x que anula á f (1); y h una cantidad 
lo suficientemente pequeña para que (a — h) y (a + h) no compren- 
dan raíz alguna de E, f(+7) =0, razón por la cual E, f (a— h), 
E, f (a),E, f (a + h) serán las tres cel mismo signo. Teniendo en, 
cuenta que para xr =4 


FO) =0 E,f (a) =—a.f' (a) 


deduciremos aplicando el desarrollo de Taylor 


AS 

Dt ES da E (3) 
3 

fa=1=+-=—.E, + E OE (4) 


Siendo la raíz a positiva, el signo de f (a + h) será contrario al 
de E, f (a) ó de E, fla + h), puesto que al ser h muy pequeño el 


signo del segundo miembro de (3) es el mismo que el de su primer 


término == . E, f (a). De igual manera deduciremos que para 


a > 0 las ción f (a—h) y E, f (a — h) son del mismo signo. 
Si a fuese negativo, análogos razonamientos nos conducirán á la 
conclusión de que f (a + h) y E, f (a + h) tienen igual signo, mien- 
tras que f (a — h) y E, f (a — ho son de signos contrarios. 
Así pues, para a —> O tendremos el siguiente cyadro de signos 





F (x) E, f(x) 
LENA AAA ES A Ea 
A A A ES E 
MESAS As o SA ES 


en donde se comprueba que al pasar x de (a — h) hacia (a + h) se 
gana una variación y se pierde una permanencia. 
Si por el contrario, a <0 





SF (x) E, f(x) 
Na E e 
A RS ARA A NA ES 
A 0 O a 


y entonces toda variación se transforma en permanencia. 


= MES 


Conocidas las cualidades precedentes de la serie (1), fácil es aho- 
ra demostrar el teorema. Llamemos por p el número de raíces posi- 
tivas de / (1) = 0 comprendidas entre +4 y É > %, así como n será 
el número de las raíces negativas incluídas en dicho mismo interva- 
lo. Designando por »,, el número de variaciones que la serie (1) pre 


senta ea se hace 1 = 4%, y por vz el de variaciones de la misma 





para x , tendremos que al variar x de y á g pasará por todas las 
raíces n y por todas las p del intervalo dado. Según el segundo prin- 


eipio, cada vez que x pasa por una raíz pesitiva el número v, Qu: 





menta una unidad, luego en las p raíces mayores que cero habrá 
aumentado p unidades; de modo distinto ocurre cuando se pasa por 
una raíz negativa, pues entonces v, disminuye en una unidad, de 


manera que decrecerá en conjunto 1 unidades; tendremos, pues, 
A po ad Ug 


ya que la única causa que altera el número de variaciones de (1), es 
cuando x toma un valor que anula á f (+). 

Veamos el modo de hacer aplicación del teorema cuando en A 
ecuación dada existen raíces múltiples; es decir, que f (x) y E, f (x) 
se anulan para un mismo valor de la yamable, Sea la ecuación 


dada 


Fo) (o 0 (e — a)". (e (2 — x,) 
por lo que 
o : Fac) Flo) Fa) 
US Ade TE 2 zx, L— 2, 
ye Ft) 
A 


El máximo común divisor de f (x) y E, f (x) es en este caso, se- 
gún sabemos 


X= (a PEO ¿ss eya ALA 


r—1 


ya que entonces 


Dividiendo á f (x (e c) por X__, y llamando f, (x) al cociente, será 
a (10) 


pe 1 


f, (1) = 


E E e al Mt) OCA (a 
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haciendo lo mismo con E, f (+) tendremos 








E, FO Fa (0) f, (0) 
(5) qe == Y, (x) => Us. Ly E =w, > 7. La A zx, ae 
SF, (£) 
A O, ” Sá dig Za, 


Las funciones f, (+) y ?, (1) son primas entre sí; los residuos que 
dejan al realizar las operaciones del máximo común divisor serán los 
mismos que dan f (+) y L2, f (+) divididos por X_, 

Así tendremos 

















/ X; SA X, ' Xx. 
XA => , A FAA” ae Xy > X ' = +1 
Haciendo 
AN FLY) a F, (2) LR NA 
A 2, q Fo, OO A Noa Ao ei = 
la igualdad (5) se convierte en 
AAA O A A 
> Ly Mi Ly 
Dividiendo ambos miembros por f, (+) y llamando 
Q ES ÉS P *y q. Eg 1 Lon 
CE ee Lo, mE 2 7 Ea OL PEA 
tendremos 
0, (2) E, FU —N.%—Q .(a—u 
(6) E ya 1 E 1 al ( 1) 
F, (1) PEZON, le (1) ¿ire Ly 


Distingamos ahora los dos casos de siempre: 
1.2 Que x, sea positiva. 

Dando en la fórmula (6) á x el valor -, —h, siendo h tan pró- 
ximo á cero como queramos, el signo del numerador de la fracción 
del segundo miembro dependerá de — nm x,; el mismo resultado 
obtendríamos six =x, + h. 

Ahora bien, en el supuesto de ser + = x, — h el denominador 
de dicha fracción es negativo, y como el numerador también lo es, 
2 (e, —h) 
f1(%, 7h) 
2, (2, — h) y f, (2, —h) tienen el mismo signo. 








deducimos que el cociente será positivo, y por tanto 
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Para x= 2, + h el numerador de la fracción del segundo miem- 
bro de (6) sigue siendo negativo, mientras que su denominador es 
positivo, luego entonces ?, (2, + h) y f, (x, + h) serán de signos con- 
trarlos. 

Vemos por tanto que cuando la raíz de f, (x) =0 es positiva, la 
permanencia que presentan ?, (2) y f, (%) antes de dar á x dicho va- 


lor x,, se transforma en variación. 
2.2 Que la raíz x, sea negativa. Un razonamiento análogo al an- 


terior nos hará concluir que las variaciones que presentan y, (+) y 

$, (x%) cuando x es inferior á una raíz negativa de f, (%) se transfor- 

man en permanencias al pasar x por valores superiores á dicha raíz. 
Dividiendo ambos miembros de la igualdad 


a a 4, dl X, pag X, Capra 
por X,_,, tendremos la relación general 
2 FEA / / 
A A A 
que une entre sí á las nuevas funciones X” y la cual nos prueba que 


los valores de +, raíces de algunas de ellas, no hacen desaparecer el 
- número de variaciones de la serie 


(7) A ES IA e Xx”. 1=1 


ya consideremos una raíz positiva ó negativa. 

Como f, (+) tiene todas sus raices diferentes y cumple las condi- 
ciones generales del teorema cuando forma parte de la serie (7), ten- 
dremos que creciendo x de y á g el número de raíces negativas de 
f, (+) más que positivas existentes entre ambas cantidades, es igual 
al número de variaciones de menos que dicha serie (7) presenta 
cuando se hace x = 8 y se las compara con las correspondientes 





E E : 
Si para un cierto valor de x la función X, ., toma signo positi- 
vo, las dos series 
(1) Fx) E, f(x) X, X, A AN 
VD LO 2) Xd Xt o EA 


tendrán sus términos correspondientes de un mismo signo. Caso de 
que por el contrario X,_, se hiciese negativo, los términos de am- 
bas series serían dos á dos de signos contrarios. 

En ambos supuestos; resultará siempre que las dos series (1) y (7) 
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presentan un mismo número de variaciones cualquiera que sea el 
valor de ; mas como las variaciones de (7) son las que determi- 
nan el exceso del número de raíces negativas sobre el de positivas 
de la ecuación f, (x=) =0 — la cual tiene idénticas raíces diferentes 


que f(x) =0 — comprendidas entre . y 2, demostrado queda que el 
teorema actual se aplica sin modificación á las ecuaciones de raíces 
múltiples, siempre que se haga abstracción del grado de multiplici- 


dad de estas raíces. 
Nuestra serie de funciones 


FAR E, f (x) e ENDS 
es esencialmente distinta de la serie de Sturm 
EIN A O TOO AAA ¿UPS hos 
pues todos sus términos, excepto el primero, son respectivamente 


diferentes de los de ésta. Ambas series resuelven, sin embargo, el 


mismo problema. 

Cuando la ecuación carece de segundo término, es decir, que 
a, = 0, es más conveniente usar nuestro teorema que el de Sturm, 
pues nuestra serie tiene entonces un término menos que la serie de 


Sturm. 


EsemprLo 1.—Sea la ecuación 
Fio)=“w $ +92. e —60+5=0 
cuyas raíces deseamos determinar en cuanto á su naturaleza. Ten- 
dremos3 
E,fO)==*+40w0 —18%+20 
por lo cual, procediendo de conformidad con el enunciado de nues- 
tro teorema se encontrará 
X, =4% + 40.0—65 
X, = 697 x — 918 
X, =-+ 2612849 
Podemos establecer el siguiente cuadro 
ATEO O OS: PU MO: €* 
—- - =- 
+ + — 
H 











UA A 
| 


S 
J 


0 + 
2=+..( = o + + 


que presenta el mismo número de variaciones para los tres valores 
— 0,0, -+ 0; lo cual prueba que la ecuación dada no tiene raíces 
reales y que sus cuatro raíces son todas imaginarias. 


Esemrro Il. —Supongamos que se quiera determinar la natura- 
leza de las raíces de la ecuación 


Ffo=X*+304 +60 +12%—18=0 


Prosiguiendo la marcha indicada encontraremos los siguientes 
términos restantes de nuestra serie 


EL (a) =4-2 +10 +10 —18 
> X= 8x+4x%-—9x-—18 

= Xp =— 620 — 2410198 

> X, =—39041.% + 33486 


X, = + 81624378480 


De aquí el siguiente resultado 





Fo) E, fr) X, X, Xy Xx, 
Ds PS AL Ej => > eS de 
x= 0 3 3 $ Do: 5 e 
nd oa UA O as HP + — + 


que demuestra la existencia de una raíz real negativa y otra real 
positiva; la ecuación tiene, pues, además cuatro raíces imaginarias. 


Esemero TI. —Investiguemos ahora la naturaleza de las raíces . 
de la ecuación 


fo=* + —4  —40+1=0 


Procediendo como antes, se obtendrá 








O 
fo=.*4+0—40—4re+1| + MER += 
EfO)=X%2-—82-120+4 | — + a 
X,= — 804” —100 0 + 35 a 
Xy =+1 E En 


de donde deducimos que las cuatro raíces de la ecuación son reales, 
siendo dos de ellas positivas y las otras dos negativas. 


E y JE 
Esemero 1V.— Dada la ecuación 
fm=x—br+1=0 


encontremos la naturaleza de sus raíces. 
Se tendrá en este caso 


—xu|oO|+—0 

Ho=*—5r+1 | => |[+| + 
E) = 101, A e] 
X, = +25 ++] + 


cuyo cuadro de signos prueba la existencia de una raíz real negativa 
y dos raíces reales positivas; las dos raíces restantes de la ecuación 
son, por lo tanto, imaginarias. : 

Los cuatro ejemplos precedentes están tomados de las obras de 
Comberousse y Petersen con el fin de que el lector pueda compro- 
bar en cada caso la diferencia radical que existe entre nuestras se- 
ries y las series de Sturm, no sólo por el número de sus términos, si 
que también por las funciones que las componen respectivamente. 
No podría ocurrir otra cosa ya que se trata de dos teoremas absolu- 
tamente distintos, si bien correlativos. 


$ 22.—Condiciones para que las raíces de una ecuación sean reales. 


El número total de raíces reales de una ecuación f (2) =0 se 
encontrará calculando, de conformidad eon el teorema anterior, la 
serie de funciones 


(1) e O RE) AO Oe > Pd 


en la cual se sustituirán sucesivamente los números £,,, 0, £L, que 
son respectivamente los dos extremos límites, inferior y superior, de 
las ralces negativas y positivas de la ecuación dada. 

Como el signo de una función es el mismo que el de su primer 
término cuando el módulo de la variable crece suficizntemente, po- 
dremos para mayor facilidad reemplazar á L, por — w y á L, por 
+ 0. Sean entonces. 


v 


o + 0 


U-w 


las variaciones de la serie (1) cuando á la variable x se le dan los 
valores — w% ,0 y +0. Llamando por 


ADE 


N = número total de raíces negativas de f (1) = 0 
Liz » AS positivas de f (12) = U 
N + LT » » » reales. de (2) =0 
tendremos según se sabe 
O Y: | 
De DE LN (2) 
o +%, —20=R | 


Supongamos que la ecuación f(x) = 0, de grado m, tenga tér- 
mino de grado (m — 1), por lo que E, f (x) será entonces de grado 


efectivo (m — 1); esto ocurrirá desde luego en las funciones comple- 
tas de x. 


Teorema 1. — Para que una ecuación completa de grado m tenga 
sus meoraíces desiguales y negativas, es necesario y suficiente que la 
serie (1) de funciones formadas del modo precitado, se componga de 
(m +:1) funciones cuyos términos independientes sean todos del mismo 
signo, y cuyos primeros términos tengan coeficientes positivos. (Corral.) 

Este enunciado de ser: las raíces desiguales y negativas todas, 
envuelye la condición 
(3) o 2 =N=m 


de modo que la serie (1) ha de perder m variaciones cuando % pase 
de — % á 0; requisito que lleva consigo la necesidad de tener la 
serie (1), (m + 1) términos, ya que es imposible pueda contener más. 

El número r será igual á (m — 1) y las diversas funciones ten- 
drán respectivamente los grados siguientes. 


Mm, m*Ql, m—2, MIA AO 
34 X PR > ES 2 - , . 
Como», >U yv" ¿2 m,la igualdad (3) sólo puede ser cierta 
cuando simultáneamente 
0 =,M 0 =/0 
lo que se verifica si los términos independientes tienen el mismo 


signo (», = 0), y si los primeros términos poseen coeficientes posl- 
tivos (v_, = Mm). | 

Se afirma que w. , sólo puede valer m cuando todos los prime- 
ros términos de la serie (1) tienen coeficientes positivos, por el su: 
puesto implícito de que el coeficiente de ix” en f (+) es siempre una 


ma? 
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cantidad positiva; ya que es clásico cambiar de signos á los térmi- 
nos de la ecuación dada para que tal circunstancia se verifique 
slempre. 


Teorema ll. —Para que una ecuación completa de grado m tenya 
sus m raíces desiguales y positivas, es necesario y suficiente que la se- 
rie (1) se componga de (m + 1) funciones, cuyos términos indepen- 
dientes sean todos del mismo signo y cuyos primeros términos tengan 
coeficientes alternadamente positivos y negativos. (Corral.) 

Tiene que ser entonces 

Us ds e 
y como 
= — m, 
UN de Mea 


deberemos tener necesariamente 


Uboo =M Y) =0 
para lo cual será preciso que los primeros términos sean de coefi- 
cientes alternadamente positivos y negativos (v, =m), mientras 


que los términos independientes tengan todos el mismo signo 


(0, =0) 


Teorema lll. - Para que una ecuación de grado m tenga sus m 
raíces reales y desiguales, es condición suficiente una de las dos cosas. 
1.2 Que la serie (1) se componga de (m + 1) funciones, y que 
en cada una de ellas el término independiente se mantenga con un 
mismo signo, ó bien; 2.2, que teniendo todas las funciones (1) el tér- 
mino independiente de signo constante, se realice además la condición 
Vio THU =M. (Corral.) 
La condición necesaria y suficiente es, efectivamente, que se ve- 
rifique la igualdad 


(4) Wi O 2 SK 
lo cual puede conseguirse de estos dos modos: 


1.2 Sila serie (1) tiene (m + 1) términos cuyos grados respec- 
tivos decrecen sucesivamente de m á O, es evidente entonces que 


, pr 
A Y Uy m 


| + 
luego deberemos tener 
v%=0 
es decir, que los términos independientes de las funciones (1) han 
de, ser del mismo signo. 
2.0 Sila serie (1) tuviese menos de (m + 1) términos, por anu- 


larse idénticamente alguno de ellos ó por ser E, f(x) de grado efec- 
tivo inferior á(m — 1), la igualdad (4) quedará también satisfecha si 


v=0 Dip ION NA 


lo que implica tenga lugar la condición 2.2 del enunciado. 


EsuemrLo.—Hagamos aplicación del teorema !T á la ecuación de 
tercer grado. 


ar p.1+—q=0 
buscando las condiciones de realidad de todas sus raices. 
Como 
E, f(%)=2p+q4 
es de primer grado, la serie (1) de funciones tendrá menos de 
m + 1=4 términos, por lo que habremos de fijarnos en la condi- 
ción 2.2 ya que la primera es inaplicable. 
Realizando operaciones obtendremos 
fuo)=+pe+q 
ó bien 
fla)=40  +4p.2 +44 
E, f(a4)=2pu+34 
ea 7 (ap +297.0) 





3 
«P 


después de cambiar á X, el signo verdaderamente encontrado. 
Para que todos los términos independientes de estas tres funcio- 
nes sean del mismo signo, será preciso que X, sea del mismo signo 
que q; es decir, que deberemos satisfacer la desigualdad 
dp 97. 
3 


(5) ap 


Sl 


Como al propio tiempo habremos de tener 0, y +U-w=3, 
será necesario que p < 0, pues entonces 





EU A MEET IA y 
Ba 6 Po EA E 
e O EN Aj 


en cualquiera de los dos casos X, AS O siempre 


pde EV E 8 


Si fuese p > O, entonces 





A EA 


e A AA 


y en ninguno de los dos casos X, ES O podríamos tener 


) TAE + bid == 3 
La condición p < 0 transforma á la (5) en 
(6) IP -+RPG<O 


que resume las dos anteriores, pues para que ella se verifique se 


necesita que p < 0. 
Así pues, la condición de realidad de las tres raíces de la ecua. 
ción dada, es que sus coeficientes satisfagan la desigualdad (6). 


S 23.—Extensión de nuestro método. 


Las funciones (1) que considerábamos en el teorema 1 del 8 21 
pueden ser sustituídas por las siguientes 


( | ) W, W 1 W, DIA W 


siempre que estas nuevas cumplan con las condiciones: 

1.2 Que la última función Wy. no cambie de signo cuando su varia- 
ble x oscile entre los dos límites dados o. y $ > o. (Sturm.) 

2,2 Que dos funciones consecutivas de la serte no se anulen para un 
masmo valor de x comprendido entre o. y g . (Sturm.) 

3.2 Que al anularse una función cualquiera distinta á la primera 
las otras dos que la comprenden tomen, para dicho valor de x compren- 
dido entre u y £, valores iguales y de signos contrarios. (Sturm.) 

W 
W, 





4,2 Que cuando x erece de o. 4 g la relación - pase de positiva á 
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negativa cada vez que se anule para un valor positivo de x, y de nega- 
tiva á positiva cuando x sea negativo. (Corral.) 
Estas condiciones son efectivamente las únicas que hemos he- 
cho intervenir en la demostración del teorema ] (8 21). 
Sustituyendo en esta nueva serie (1) de funciones de una sola 
variable x, los valores particulares x = u. y después x= g, la di- 
ferencia de variaciones %, — vg así obtenida será igual al exceso 





(n — p) de las raíces negativas sobre las positivas de la ecuación 
W = 0 que se encuentran comprendidas entre y y £. 
Si la última condición 4.? la reemplazamos por su contraria, 


pase de negato- 





r [E W 

9.2 Que cuando x crece de u. á E la relación y 
1 

va ú positiva cada vez que se anule para un valor positivo de x y de 
positiva á negativa cuando x sea negativo. (Corral.) 

Como las tres primeras condiciones son las mismas que antes, es 


fácil deducir entonces que la diferencia de variaciones v, -— Ug €S 


igual al exceso (p — n) de las raíces positivas sobre las negativas. 
Así, cuando rige la condición 4.?, se tiene 


(a) UAT A MR 


mientras que cuando es la 5.2 la vigente, entonces 
(0) A E 
Llamando v la diferencia que existe entre el número de veces 


NW SNA z . 
que la relación ni anulándose pasa de positiva á negativa sobre 
1 


la totalidad de ocasiones en que pasando por cero se transforma 


, . 


de negativa á positiva; y por k la diferencia », — %g, tendremos 
que si W y W, cumplen la condición 4.* ó la 9.*, siempre será cier- 
ta la igualdad 

V=-uk 


según es fácil de comprobar, teniendo presente las relaciones (a) y (5). 


¿ W, 
Indiquemos por v' el exceso del número de veces que a: anulán- 


dose para cierto valor de la variable pase de positivo á negativo so- 


£ 


bre la totalidad de veces que reduciéndose á cero se convierta de 


W, 


W, 





negativo á positivo: por v” la cantidad análoga para . Observan- 
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Wi A 
LA 
de x y que entonces W y W, son iguales y de signos contrarios, de- 


do que ambos cocientes se anulan para el mismo valor 


: W, mo : X 
duciremos que cuando “yy Pasa de positiva á negativa, la fracción 


ia pasará de negativa á positiva, é inversamente; resultará por 
INN 


tanto 
ER y” E y! 
Para calcular el valor de v” formaremos como antes la serie 


(2) W,) War Wi. .... Wi 


al A 1 AN 
en la que sustituiremos « por % obteniéndose v,, variaciones; ha- 
. . 1 
ciendo luego x= £ deduciremos v ¿, de modo que 
RETAMA e RO ELN O 1 
Vos k = (o al vV 8) 


luego 


Comparemos ahora los números % y l". La serie (2) se deduce de 
la (1) suprimiendo en ésta su primer a W; si resultase que 


para x= 2% y para  =f, el cociente — tuviese el mismo signo, 


1 
evidentemente entonces k = %' , luego también 


- 7 














RA 
W 
Supongamos que para x = 2 la fracción —— =p tiene el signo +, 
nl 
mientras que para x = f sea negativa; entonces 
Wa A MA 
ES pal RES ER MA A a v 
02 0. 
o RAS 1 
2 8 SAO RE, e =h . RS E mE + MD E an A Uo 
y 
y como tenemos 
kK=. 0» l=v — 


deduciremos, en vista de las relaciones 





1 1 
om -= Le Uni == % — 1 
que 
“=k+1 
ó sea 
== pmhl 
RA Ar , , 
Si para x = 2 la relación y" tiene el signo —, y para r = f 
el signo +, entonces 
AO ea Wi Wi Was: 00 
DE O A 7 Ea N E IR IRE A ee 
Y“ = B A Je oe Ps EN e va a ds e o a O NN ve 
luego 
y 1 
Pd ¿E Li 
por lo cual 


1 1 1 
k=v"-— Y =v —V-— l1l=k-—1 
pe 


ó sea también 


/ 


Tendremos, pues, en resumen: 








109 y' =— y cuando y toma el mismo signo para x = 2 y 
: | 
e es 
2.2 Y =—V+ 1 cuando para 
W 
A A A ARO W, OQ 
W 
A E ne 20 
ES, 
3.2 vW=-—V— l en el caso de que para 
dí W 
E mw 
w 
A OR AS + >0 


e + E 


Caso particular k =m. 

Siendo W una función de grado m, cuando ce tenga k=m re- 
sultará que todas las raíces de W son reales y del mismo signo; ade- 
más, creciendo entonces x de « á g como estos dos números son po- 


sitivos ó negativos, el cociente 





W ; 
y" “ada vez que se anule pasará 
1 


de positivo á negativo ó siempre de negativo á positivo. Llamando 


Po > 
2%, y 2, dos valores de + entre « y g que anulan 4 —— , tendremos 





W, 
| Menos : DAN 
=%w, —h....: =y,7 llene signo + ó bien — 
1 
WE x z 
PAR yy" tiene signo +6 bien — 
1 
UC ; ós 
E Sl AA y" tiene signo — ó bien + 
1 
MEAR = tiene signo — ó bien + 
1 


Como +, y x, son dos raíces consecutivas de W, es evidente que 
entre 1, + h y x2 —h la función W tendrá un signo constante; pero 


en este intervalo el cociente a cambia de signo, luego es que la 
1 

función W, pasa por cero en dicho intervalo. Vemos por tanto que 

dos raices consecutivas de W = 0 comprenderán necesariamente 

una raíz de W, =0; de modo que si W, es de grado (m — 1), todas 

sus raíces serán reales y del mismo signo, además de que separarán 


entonces todas las raíces de W =0. 


S 24.— Aplicación del método a la investigación del número de 
raíces complejas de una función real, comprendidas en un contorno. 


Supongamos que 
fa =M+0.y.N 


sea una función entera y real de la variable imaginaria ¿=x +2.Y. 
Cuando se trata de saber el número de raices complejas de f (2) =0 
con parte imaginaria positiva, que en el interior de un contorno dado 
existen en exceso á las que tienen coeficiente imaginario negativo, 
bastará aplicar nuestro teorema del $ 1, que da, designando por y 
dicha diferencia 
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Y =2 (Bo px) 

Según entonces comprobamos, el número y es la diferencia en- 
tre las veces que la fracción Se anulándose pasa de positiva á ne- 
gativa sobre la totalidad de ocasiones que al reducirse á cero se 
transforma de negativa á positiva; por otra parte al anularse 


pasa de positiva á negativa si y, > 0 y de negativa á positiva si 
Ya 


Í 
Si + no fuese más que función de una sola variable £, dicho 


cociente cumpliría la condición 4.* del $ 23; pero como depende de 
las dos variables x é y, se evitará tal inconveniente haciendo 


AAA, _ DL) 
Y (6) E) 








en donde +. y, b, Y son funciones reales y enteras de la variable ?. 

El exceso V tomado sobre todo el contorno es evidentemente 
igual á la suma de los.excesos parciales relativos á las diversas por- 
ciones A B en que puede dividirse el contorno dado. Para el punto 
A la variable í valdrá £, mientras que para el B será T. 


ANA: . y 
Reemplazando en la fracción md las variables x é y por sus ex- 
y lt 
presiones en función de t, llegaremos á la igualdad 


M W (+) 


¡In EA 
en donde W (t) y W, (t) son funciones reales de t sin divisor co- 


mún. Entonces la fracción cumple la condición 4.* á pesar de 


W PUES AA 
que cuando Sy Pasa de negativo á positivo é inversamente no sa- 

S | 
bemos cuál es el signo de t, pero nos basta saber que los cambios 


, así como también que 


ad son los mismos que Ara 


AS satisface por completo la hipótesis con relación á y, circunstan- 


cia que es para nosotros la interesante. 
Se podrá, pues, enunciar la regla siguiente: 
TI. Cuando el grado de W no es inferior al de W, se realizarán 
con ambas funciones el procedimiento clásico de encontrar un máximo 


A A TA 
Am e Ms E y a) Y á ' , E ” 
O Y y ' , 
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común divisor, si bien los residuos encontrados serún cambiados de sig- 
no antes de pasar á ser divisores. Llegaremos de este modo ú un resto 
— Wy que sea independiente de t, así es que tendremos la serie de 
funciones 


W W, A IA Wu. 


Contando las variaciones que presenta para t= t, así como las que 
tiene cuando t = T', podremos encontrar el exceso Y de las raíces com- 
plejas con parte imaginaria positiva sobre las que tienen coeficiente ima- - 
ginario negativo, pero ambas comprendidas en el contorno dado, tomando 
la diferencia entre este segundo número de variaciones (T ) y el pri- 
mero (t,). 

Si el grado de W es inferior al grado de W,, se realizarán idénti- 
cas operaciones, si bien tomando como dividendo 4 W, y 4 W como di- 
visor. Obtendremos así una serie análoga 


a Ar ad: W 


cuyo último término W, es imdependiente de t, y en la cual haremos 
las dos sustituciones sucesivas t=t, y t= T para calcular el número 
de sus variaciones respectivas. Llamando por l el exceso del segundo 
número de variaciones sobre el primero, podrán ocurrir los subeasos st- 


guwentes: 

10 y =>—k cuando W,, W presenten una variación ó una perma- 
mencia para t =t, asé como para t= T'. 

22 y =-—k + 1 en el supuesto de que las funciones W, , W ofre- 


cen una permanencia para t = t, y una variación al ser t= T. 
32 yv=k-—1 cuando los términos W,, W tienen una variación 
para t=t, y una permanencia 1 A A 
El número Y tiene en este segundo caso la misma significación que 
en el primero. (Sturm.) , 
Cuando el contorno considerado sea un círculo de radio RE cuyo 
centro tiene por coordenadas cartesianas x,, y, se podrá escribir 





L=%, + R.cos 0 Y =Y0 + E.sen 0 


en donde w es el ángulo formado por un radio cualquiera con el eje de 
las x, y puede tomar todos los valores comprendidos entre 0 y 360% 
Llamando 


(1 


2 





t= tag 


PARRA 


A Zabi 
CIO AAA AS sen w —= ——_——— 
LS LD 
luego 
2 
NS 2 t 
A y == Yy TL 
1+!f 1+f 


donde la variable t puede crecer desde — vw hasta + ww. 
Consideremos ahora el caso sencillísimo de que el contorno dado 





Fig. 7.2, 


sea un rectángulo cuyos lados son paralelos á los ejes cartesianos 
(Fig. 7.*). El exceso total será la suma de los correspondientes á cada 
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uno de los cuatro lados AB, BD, DC y CA, cuyas ecuaciones 
respectivas son | 

AMB A EBEDIY =0X 

(DC) x= x, (CA) y = Yo 

La ecuación dada será 
NL) == ay (e +i.y)" 0, (ai. yr + AA 

con un coeficiente del primer término que puede reducirse á la uni- 
. dad, si bien en el caso actual lo suponemos a, =1=0 . ; 


Ordenada la función M con relación á las potencias decrecientes 
de y, su primer término valdrá 


1 m y 
a, y cuando m es número par, 


m-—1 . 
| LE Era | : 
y "(Em.0,.2ta, )cuando m es impar, 


Dando á y un valor determinado de módulo suficientemente 
grande, la función M no se anulará para ningún valor de x com- 


rendido entre x. y X; y al no pasar por cero la frección de á lo 
p 0 Ea ) XA ] p N 


largo de las rectas BD y CA, dicho queda es nulo el exceso parcial 
relativo á cada uno de estos lados. 
El exceso correspondiente á 4 B se encontrará sustituyendo x 


y 


e IO a : 
por X en la fracción a , que se convierte eútonces en 
UY LX j 
M(X y) 
; N(X y) 
Haciendo variará y de — vw á + 0,se podrá calcular la dife- 


rencia XK entre el número de veces que dicha relación anulándose 
pasa de positiva á negativa y la totalidad de ocasiones que la misma 
fracción se reduce á cero al transformarse de negativa á positiva. 

De igual modo se hallará el exceso parcial relativo al lado DC, 
pues bastará poner x = y, , considerando el cociente 


M (2, Y) 
N (2, Y) 


el cual servirá para encontrar el número K,, que será igual y de 
signo contrario á XK. 
Así tendremos-el teorema siguiente: 
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Sea f (2) =% (24) +1.Y4.0[(x y) una función real de la varia- 
ble imaginaria 2 = xx +1.y. Designemos por K el exceso del número 


: PRD AX ' 30 É q 
de veces que la fracción A se anula pasando de positiva á negat:- 





va sobre las ocasiones en que reduciéndose á cero se transforma de nega: 
tiva á positiva; por K, la diferencia análoga correspondiente á 


p (xy) 
0 (x, y) 


Siendo y. el número de raíces complejas con parte ¿imaginaria post- 





tiva que se encuentran entre las dos paralelas x= x, (DO) yr = X 
(AB), así como indicando y, el número de raíces de f (2) =0 con coc- 
ficientes imaginarios negativos que se hallan en el mismo espacio, ten- 
dremos K— K,= 2 (y, — y, ) =0.. (Corral.) 

De modo idéntico puede calcularse la diferencia 2 (1, po) 


existente entre dos paralelas al eje de las x. 


APLICACIONES. — Veamos el modo de aplicar los principios ge- 
nerales anteriores á la resolución del problema de investigar el nú- 


y 





Fig. 9.* 


mero de raíces reales, imaginarias positivas é imaginarias negativas 
que la ecuación dada f (2) = O tiene en el interior de un contorno 


A 


cerrado. La figura 9.* indica un caso particular que sirve para fijar 
las ideas. El contorno dado 4 B CD es irregular y disimétrico con 
relación á los dos ejes O x, 0 y. Las incógnitas del problema son: 


y = número de raíces reales comprendidas por ABOD. 

lh. = húmero de raíces imaginarias negativas encerradas por 
ABCD. 

1) = número de raíces imaginarias positivas comprendidas en 
ALDO DE: | 


El contorno total 4 B CD lo descompondremos en los dos par- 
ciales; ABCAyYACDA. Llamaremos v, el exceso del primero y 
V, el del segundo. 

El exceso v, es evidentemente la suma de los dos excesos parcia- 
les Vance Y Vea; es decir, que 


Va = Varc T Vea 


Antes de proseguir conviene observar que el exceso Vaig. puede 
ser sencillo ó múltiple según que la curva A B C sea continua ó 
bien represente la unión de varias otras curvas parciales de diferen- 
te naturaleza. Para encontrar el valor de V,¿g¿ se aplicará estricta- 
mente la regla I de este artículo, distinguiéndose los dos casos que 
pueden ocurrir; que W, sea de grado inferior ó superior á W. 

En cuanto á Ve, puede demostrarse fácilmente que 


Via e 


Observemos, en efecto, que á lo largo de C A se tiene y =0 por 
lo que entonces las funciones 





2 + 
a 
2 4 
N=f'(2%)— RE O OA par AA 


toman los valores particulares 
ME; 7 F (2%) y 5 foc) 
de donde 


Mo: f(x) 
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f(x) 
SF (x) | 
de C hacia A pasa siempre de positiva á negativa cada vez que se 
atraviesa una cualquiera de las raíces reales de 





Pero, según sabemos, la relación al decrecer la variable x 


FR == MARY NEO 


que lo son también de M, = f(x) =0. Como por definición Ve a es 
la diferencia que existe entre el número de veges que la relación 
M, E ERAN : AS 

Ñ anulándose pasa de positiva á negativa sobre la totalidad de oca- 
siones (que es cero) donde en igualdad de condiciones se transfor- 
ma de negativa á positiva, resultará que entonces 


Vea 5 EN 


Para calcular v¿, se aplicará la primera parte de la regla 1, ya 
que en este caso M, es siempre de grado superior á N,. 

Como en el contorno 4 B C A no existe ninguna raíz que tenga 
parte imaginaria positiva, resultará, según nuestro teorema del 
8 1, que 


Y, =>—2.1 


n 


De igual modo estableceremos que 
A a Dd VIE 


El problema enunciado queda, pues, resuelto por el siguiente sis- 
tema de fórmulas 


Y 


e 1 ] 
| PAE e (Uca + Vanc) O 9 Va 
| e 1 EA 
eos | DAA VA O o 
A 


> a y . . r 5 € M ñ 
refiriéndose siempre los diferentes excesos v á la fracción 7 , cuyo 


«numerador y denominador están definidos por la relación 
AAA NO | 


siendo f (2) = 0 la ecuación real dada. (Corral.) 
Los contornos que se eligen siempre para llegar á conocer y se- 
parar las raíces complejas y reales de una ecuación, son círculos ó 
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rectángulos. Estos últimos son preferibles á los primeros por la sen- 


cillez de los cálculos. Un mismo ejemplo numérico será tratado á 
continuación por ambos procedimientos. ; 


INVESTIGACIÓN POR CÍRCULOS CONCÉNTRICOS. —Estando el centro 
del círculo en el origen de coordenadas se tendrá 


1—É ( 2.4 


E 1+É 


Recorriendo la circunferencia en el sentido indicado por las fle- 
chas (Fig. 10) á partir del punto 4, se tendrá que en dicho origen 


0) T 


2 


wo 





luego entonces 


(Mm T 
PR O A 


Cuando el punto móvil llegue á O se tendrá 


(1) 


t= tag 7 =0 


S 
ll 
o 


aumentando después la variable £, hasta llegar á valer en 4 


— 136 — 


Si el punto móvil se le supone recorriendo la diagonal C A, los 
valores de x oscilarán entre 


e =+"0C di e OO: 


Dando á R los valores sucesivos 1, 2,3..... se podrá determi- 
nar con auxilio de las fórmulas (1) el número exacto de raíces rea- 
les é imaginarias que la ecuación dada tiene en el interior de cada 
uno de dichos círculos. Considerando un número conveniente de cir- 
cunferencias, se llegará por este método á determinar y separar las 
raíces reales y complejas de la ecuación propuesta. Como los coefi- 
cientes de la ecuación son reales, las raíces imaginarias serán sepa: 
radas por pares conjugados. | 

Para que el lector pueda comparar y juzgar mejor sobre la dife- 
rencia que existe entre nuestro método anterior y el que resulta de 
aplicar el teorema de Cauchy, vamos á considerar el mismo ejemplo 
numérico que trata Mr. Comberousse en las páginas 466 á 474 del 
temo cuarto de su Cours de Mathématiques La ecuación es 


flio=*+2:-1=0 


cuyas raíces se tratan de separar, averiguando al propio tiempo el 
número de ellas, reales é imaginarias. 
Aplicando las fórmulas 


2 
M=L0) — HE) 





1 9 
y 
A a 
se obtendrá 
ai 2 2 pal A 
CEA O A A 
| 1+é) Fe > ALE A LE 
92 2 , 
ya O e a a de 
4) (1 ++) 


A . DR M 
Como lo que se ha de cunsiderar es la fracción y »podemos 


Pu k 
multiplicar las dos funciones M y N por (1 ++) . Así procediendo 
encontraremos 
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W=R (P+D 4D)42.R.1+ 0 —é-1)- (143843441) 
im =RE [8-18 — a RA A EA 


cuyas relaciones subsisten para todos los valores de R. 
Haciendo primero R=1 se tendrá 


Wi =4 610.616 42 
Mie db 


Como el grado de W no es inferior al de W,, para calcular el ' 
valor de Va gc aplicaremos la primera parte de la regla I. Realizan- 
do las operaciones clásicas en la investigación del m. c. d. de W y 
W; pero con la salvedad allí indicada, encontraremos el siguiente 
cuadro de valores y de signos 





¡|— 0| 0 [+0 
W=-4' 10-16. +2 | — + 
RS EE oa E 
1 y 4 2 
7. W=-—23.6 +42. -15 A e 
=  W=->—3.0 +1 Les AN 
W, = + 16928 + 1+|+| 
De aquí se deducirá que 
VaBc 4) Vena = +1 


El cálculo de v¿, se hará por medio de la fracción 


Ea eS A 








N ES Sa 9) e 


encontrándose así 


+ 1|—-1|0 
W=2a 2-1 | + |-|- 
MA Dela +++ 
W= -142>+3 e 
W, =— 59 cl —= | =|— 
por lo que resultará 
da Vaca) 


Aplicando las fórmulas (1) tendremos 
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y 1 ate O 


n 


es decir, que la ecuación dada tiene una raíz real comprendida entre 
O y += 1, no existiendo raíz imaginaria alguna dentro de este círcu- 
lo de radio 1. Que la raíz real es positiva, se comprueba inmediata- 


mente por el último cuadro de signos. 


Consideremos ahora la circunferencia de radio R= 2 para la cual 


se obtendrá 


W=-—13.4 +118.4 —119. 


POSE | 


=0 


WD ATI DADA AA 


Efectuadas las operaciones respectivas tendremos 


W=-I1I8 ERE AO 
7 W= 71.é-1.f-10.6+7 
4 2 
-. W,=-81.8 +12. — 21 
1 2 
O E [O 
W, = — 13017024 


La serie anterior de funciones presentando 4 vuriaciones para 
0%, y sólo una para t = 0, nos dará 


0 Ni 
VA BCO 


Paracalcular Y, «y vea 


de funciones que antes, por lo cual 


1 





= | 0 o 


- 


+ 


Vena=1-1=+38 


tendremos la misma serie W, W., 


MS 

W=2 42:41 | di | 
5) | 
W=3.% +9 Ar | a 
W,=->—4.%+3 Hol | 
W,=-—59 * E e SE 
de donde resulta 
VA E A e Pe 


Aplicando las fórmulas (1) obtendremos 


+ a -+(=3 
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dot ao Ll hos > -(2)=1 
igualdades que demuestran la existencia de una raíz real y dos ima- 
ginarias dentro de la circunferencia de radio 2. Resulta en definiti- 
va, que la circunferencia de radio 1 comprende la raíz real de la 
ecuación; mientras que la corona anular, determinada por las dos 
circunferencias concéntricas de radios 1 y 2, respectivamente, abar- 
ca los dos puntos representativos de las dos raíces complejas de la . 
ecuación. Quedan, por tanto, separadas las tres raíces de la función 
dada. 

Investigación por rectángulos concéntricos. —Cuando la figura ele- 
gida es un rectángulo de lados paralelos á los ejes coordenados, re- 
sulta más fácil calcular los excesos parciales que entran en las fór- 
mulas (1); pues entonces una de las dos variables x ó y es una can- 
tidad constante, y la fracción 


M(2x y) » 

N(x y) 
tiene sus dos términos dependientes de una misma coordenada. Por 
tal circunstancia es posible aplicarle inmediatamente la regla 1.*, 
sin necesidad de acudir á ninguna transformación de variables, 
como ocurre en el caso general. 

Tomando el origen de coordenadas por centro de varios rectán- 
gulos ó cuadrados de área sucesivamente creciente, será posible, si- 
guiendo igual procedimiento que con los círculos, llegar á separar 
las raíces reales é imaginarias de la ecuación. 

Sea, por ejemplo, la misma función ya estudiada 


feo)=2+22—1=0 
que puede ponerse bajo la forma 
fO=M+i.y.N=0 


en donde 


2 


M=f (4) — A a) == 30 +20 1 





e z 
N=f' (1) — 3 Ue) =-—y +3. +2 


1 3 


dy qc 
Tracemos el cuadrado 4AEBFCUGD AH con centro en O (Fi- 
Ae 






612,2) 


EN Pa2 iS PABEROE Fl(2-2) 


gura 11) y de lado 2, siendo el sentido considerado el que indican 
las flechas; tendremos 


¡VascT Van T Ver TF Veo 


E = Veo T Vent Vua 


La ecuación de la recta HE es x =— 1, cuyo valor sustituido 
en My N dan 
MAA A 
sl Y y +5 


Es 
| 
| 

2 

+ 

+ 

+ 


por lo que 


Para el lado E F, caracterizado por la relación y = — 1, se 
tendrá 


) 


Conviene observar que para el lado + H definido por y = +1 


se llega á este mismo resultado; razón por la cual encontraremos si-. 
multáneamente los valores de Y, , Y V¿ y" 
Efectuando las divisiones conocidas obtendremos 











| e A De 
Va a Y — | 
Vi 390 41 HA se 
V.=14.2+3 == 7 | 
V, = — 43 = || 
de donde 
Vej>=2—2=0 Ve¿=2-—2=0 
Siendo - = + 1 la ecuación de la recta /" (7, se deduce para 
ella i 
M V —8B y? +92 
N YA —=y4 +5 
o A a 
a A IN 
V==Y+5 | +|+| + 
V, = + 13 te 
por lo que resulta 
VÍ =0—1=-=1 


Vec=1=0=+1 
La recta CA tiene por ecuación y = 0, así es que en este caso 


MA a al 
N ES 4.4 ss 











— AA 

+1|-1|0 
V=0 + 9% = 1 dp, 
V,=3% +2 E 
V,=-40+3 A E Eo 
V,=— 59 =|=|-= 

deduciéndose 
Vea =2-=1=+>+1 Vaca L e dl 


En virtud de los valores parciales encontrados tendremos 
VA Vena = 771 


así es que, en definitiva, las fórmulas (1) darán 


UE 
: 1 
iS O 


AOS EA 
p= 3 0-1D=0 


lo que prueba la existencia de una raíz real de la 'ecuación dentro 
del cuadrado de lado 2; dicha raíz es positiva y comprendida en- 
tre 0 y 1. | 

Consideremos ahora el cuadrado 4' E' B' F" CG" D' H'" con- 


céntrico al anterior, pero de lado 4. La marcha de los cálculos es 
exactamente igual que antes. 


Para al lado H' E" se tiene x = — 2, por lo que 
M V A Eo 
EN aga 
A A e 
Vaso yd a ENEA Edd ad 
Va A OS z 
Y, =- 11 pb E 
de donde 
Vee=1=2=-=1. vyy=2-1=>+1 


Las dos rectas E” +" y (+' H” definidas respectivamente por las 


O AR A SIND 
Es, Weisdó 6 - h A 






u 
AO 










Le 7 FI e TS A 
k JE a id e 7 SE pa A 
Je A NAS ¿o EN e AA A Ñ ¿ 
A Y do ds ed RTS Hiée: E A $ z de SS Pre SÓN > 
e O. GE AP nov a ES y" y , nl ' 
y e > sa ñ MN is y a .. e mA re cd yA sd da Ny ls 
í Ya e h ¡ee pe é j 
0 AS 


1 ¡ciones y = EN Y E 2, producen ambas el siguiente re- 
A O O 


= 


A 


V=2'—100—1 
O Y. =304-2 o 

de ,=28.24+3 El 
; | ner 


V, = + 1541. 


3 + 


O EA O y a 1 


Para calcular Ve. LEY Y, ¿ tendremos la misma serie de funciones 


que para Vea Y Varo 5 decir 


V=2+22—1 + 
V,|=30 +2 + 
A a — 
V¿ =-—59- 2 


ELE 


resultando entonces | 
| Vea =2=1=+1 vip =1-2=-1 


La ecuación del lado F” G' siendo - = + 2 se tendrá 


E 


valiendo pues Pr 
rd 1 Ns 0 +1 


e De todo lo anterior resulta 
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Vio Vas Ver Weoo Lo LA 
Vena Vea E Vd A LI O 


y aplicando las fórmulas (1) 





; UN E 
AS a 2) =1 
EL O 
ii ia 
y=1 


lo que prueba están las tres raíces de la ecuación encerradas por 
este segundo cuadrado. El problema propuesto queda totalmente 
- resuelto, estando así separada la raíz real de las dos imaginarias. 

Queda así comprobado, que para funciones reales, es preferible 
aplicar nuestro teorema del $8 1, que no el teorema de Cauchy, des- 
de el momento que simplifica algo los cálculos (cuando el contorno 
elegido es un rectángulo) y resuelve íntegramente el problema de 
investigar el número de raíces imaginarias positivas, imaginarias 
negativas y reales encerradas por un contorno cualquiera, precisan- 
do además cuántas son reales positivas y cuántas negativas. 


$ 25.—Aplicación á las funciones esféricas. 


Consideremos las funciones esféricas definidas por las igualda- 
des siguientes: 


P, (2) = 
P, (2) =x 

IS IA 
P, (%) = 3 Ml 37) 

A E: - A 
p, (0) = (0 — —.2) 


PA A A IS IS O A TT OO 


ALE MAIIAE O A AAA AOS A E AE O E 


A E E n(n— 1) PO 
NA AR A E TS A 
n.(n—t.(m—?%.(n— 3) PoR 
A A O as A 


La función P (+) es de grado 1 en x, con potencias de esta va: 
riable todas pares ó impares según que » sea á su vez par ó impar. 


ESTRES > 
VA 7 : 59 m 


Es fácil comprobar que las funeiones esféricas satisfacen las si- 
guientes relaciones 


(1) n.P,(2)—(2N-1).2.P,,(9+(M—-1). P,¿(1)=0 
(2) | P,(2)=x.P, (a) 
(3) (1 E q”) E, P, (2) N.P,(2)+nNn.%.P, ,(2)=0 


Las propiedades de la serie 


4) eos y doit 


m m-—1 
formada á partir de una función cualquiera a 


1.2 El último término P, no se anula y DEA con signo « cons- 


tante para cualquier valor de x, pues según vimos P, = 1 
2.2 Dos funciones consecutivas de la serie (4) no se anulan eS un 
mismo valor de +, porque si al mismo tiempo se tuviese 


P,(1)=0 e E 
la relación (1) nos demuestra que entonces también P , =0 y 
q 

así sucesivamente hasta llegar á P, = 0; resultado absurdo que 
prueba esta propiedad. 

3.2 Si una función de la serie (4) se anula para un cierto valor de 
%, las dos funciones próximas adquieren signos contrarios. 

La igualdad (1) prueba efectivamente que si P , (a) 
. n— 

tonces 


=*:0 en 


n.P (E ca A NO Pio a) 


4.2 Las funciones P_ (1) y E, P, (x%) no se anulan para el mismo 
valor de la variable, pues de suceder así, la igualdad (3) nos llevaría 
á la conclusión de que P, (1) y P__. (+) serían nulos simultánea- 
mente, cosa imposible después de la propiedad 2.2 

5.2 Para raíces de P_ (x) comprendidas entre O y — 1, la euleria- 


na de P_ (+) tiene signo contrario 4 P_ (aw), es dectr, que en este 1m- 
e Y mes - ¿ m-—1 : 


tervalo la fracción MONO pasa al anularse de negativa á positiva. 
1 


Dando en (3) á x el valor « qe , €l binomio 1 — 2 será positi- 
vo, luego, como P, (%)=0, tendremos 


10 
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(1%) EP, (0)=—=n.%.Po, (0) 


de donde se deduce que efectivamente E, P_ (+) y P__, (%) son de 


signos contrarios. | 
6.2 Para raíces de P_ (+) comprendidas entre 0 y — 1, la euleria- 


na de P_ (+) tiene el mismo signo que P, , (+), es decir, que en este 


intervalo el cociente pasa al anularse de negativa á positiva. 


AN 
e) 
Para un valor de x igual á - 2 Ya T el factor 1 =. 4% será tam- 


bién positivo, pues en valor absoluto + vale menos que 1. Como 
P_.(“) =0 la igualdad (3) se convierte en 


(1=00).E Pa (0) Es... P (a) 
llamando «* al valor absoluto de +. Vemos así que 


E, LE (a) Y DN, (a) 


son del mismo signo. 
Haciendo en (3) 4 = 1 nos resulta 


POD=P,(D=P_,(D..... =P, (1)=1 
mientras que poniendo r =— 1 tendremos 
PA=D= PRO 
EN 2, 
E q E se dE Re AMO, 


igualdades que multiplicadas dan 
P=D==D0".RED=1”". 


Podrán ocurrir dos casos: 
1.2 Que m sea un número par. 
Sustituyendo en la serie (4) + por cero, es fácil ver, dado el valor 
de las funciones esféricas, que el número de variaciones que enton- 
ces aparecen es 


DN AE 
y AS 
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Haciendo luego x= + 1, la serie (4) carece de variaciones, pues 
todos sus términos se reducen á la unidad; de modo que 





v,=0 
Poniendo + == 1 , los términos de (4) valen alternativamente 
+1y-—1, luego 
0_,¿=M, 


En virtud de las seis propiedades características de las funciones 
P,, (1) y del $ 23, podremos escribir 


A A e 10 = número de raíces reales de P,, (+) com- 
prendidas de 0 á + 1 
m 
Ya 0) =M— Y = Y, = » » » P., (x) » 
de 0á—1 
Como 
e — 1 


resultará que P. (1) = 0 tiene sus m raíces reales comprendidas 
entre —1 y + 1. 


2.0 Que m sea un número 1mpar. 
Las siguientes sustituciones en (4) dan respectivamente 


A A O Y. = ra 
E E AN AR IA v, =0 
a TA O Tai aO ala V 


luego como antes 


Y) == Y = r, = número de raíces reales de P,, (+) =0 com- 
prendidas entre U y + 1 


h— 1 ¿E 4 uE? ; 
A e mL = r, = número de raíces rea- 
Tes de P,, (1) = 0 comprendidas entre 0 y — 1 
y siendo | 


A in 
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deduciremos que en El | 
la ecuación P., (a >) e 0, de grado m, tiene todas s sus rabces. s reales Y 
comprendidas entre — 1 y + 1, ya sea m par ó impar. 


S 26, -—Expresión de.los términos de la serie fundamental en función 
de las raíces de la ecuación dada. 


Teorema |.—Sea W (x) una ecuación de grado m cuyas raíces de- 


SIGNAMOS POT Xy E, El x,, y en la cual suponemos para mayor 


facilidad que el coeficiente de x” es igual á 1. Si W; representa la eu- 
leriana de W con relación á x, dividamos W por W, siguiendo des- 
pués las operaciones para encontrar: el máximo común divisor de ambas, 
con la única precaución de cambiar el signo á los restos antes de pasará 
ser divisores de los cocientes próximos, y terminando cuando se llegue ú 


un residuo independiente de x. Designando por W.,, W., W, E v. 
los restos así encontrados, la serie fundamental Pg 
A A o Y w. zh 
está compuesta de términos que pueden expresarse en función de x y de 
las, TaAÁCes %, y L, y, E, +... : L£m, lel modo siguiente | 
| W=f(x) = (2 -- 2%,) - (1 — xo). (2 a (2 -— 2,,) 
ve + E, f(x) = 21). (2 — Lg) (LT Pg). (1— 2,,) - Ly 
1 2 
W, al dos (2, e > (1 — 2) y (2 - 24) q (1— 2.) L, «Ly 
1 2 20, 
W, Ss (2, — 2. e (e, nl É (L,, — Xy) X (e — 24) O 
0) | TRA REE. ON (a Lon) y E 25 
o 4 2 2 
W nes (1) (2, — x2,) TE (2, — 2,) (2, — £3) , 


."m¿0.»$o. o 0. 6/0 0. . 0:06 51 6 60... 0.0.6... loe . O dio e. 00. Pr AAA 


m E 1 1 1 2 
mn = Ñ a 3 
r a $ E Xx Xx X Xx 
e... ( mal id . 1 2 . 3 ..a o... 'm 
estando las cantidades ho, ta, .... Mn determinadas por las fór- 


mulas 





1 q ( AS ) 
(2) UE NOD, : 


Boa ON 
a a se, CS e e 


ESO O AO AS OO OO ES EE CIC NE OOO CR 


en donde cada Y representa una función simétrica de las raíces. (Corral.) 
Este teorema es correlativo al de Sylvester sobre las funciones 
de la serie de Sturm. Ne 
Las primera y segunda fórmulas del conjunto (1) son ya cono- 
cidas. e 
'/ Suponiendo que los cocientes obtenidos en las operaciones del 
máximo común divisor sean 


RS 
tendremos las igualdades 


¡W=W q —W: 


2 

| 1d = We z 4, pa W. 

W,= W,.Q,— Y, 
1 MT ¡17d ia Y j 


en donde se deduce fácilmente que 
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A 


siendo $, un polinomio de grado (y. — 1), mientras que T,, es de 
grado (p»— 2). Recordando que W, =E, f(x) obtondra 


1 F, 
(4) AAA 0 
p. p. 
Si en lugar de la variable x sustituímos en (4) los valores suce- 
BIVOSM0 PEU Cm de las m raíces de f(x) = 0, la fracción 
dd z 
racional tomará los m valores 





E, f (*%,) E, f (%,) E, f (%3)--.-. E, f (%,,) 
Como por otra parte, la función W, es de grado (m — +) y 8, 
de grado (1 — 1), el producto W, . S, será de grado (m — 1). Se- 


gún la fórmula de Cauchy (obra citada de Serret, tomo I, página 
518) podremos entonces escribir 











A 5 E, f(9%,)-E,f(%,)-...- E, F(%p) X 
4 (8-= Maa: A (a E E | 
(AA A O )> + (Beratill 
Sp = + ÓN AA E, F(tp 1) X 
Posts | ] 
(470) 70) (Pa e) > 
[ET %p) (217 Rusa) + (21727) ] ++ [(Up 17 Tp) (717 Tp221) (Mp1 Tm)] 


Ahora bien, sabemos se tiene 


E, f (o AS [ (+, — 73). (2,—2,)---:. (2, —%,)] - 
Es — ps 1) (8 — Pp 9) 0 (A %)] 
E, F(Ly) =— 8, [ (%, —%,) - (E, — %y) AA (E, — Ep.) ] - 
a Pp) (0 )] 
E, F(%p._1)= ep Elf 2): (pz 1 7 29) + (M1 7) ] 


E £(Lp) == Ty > [ (Pu %,). (Lp — 2) REN (Ly — %p.- 1) ] , 
a E a) een: (Ep — 27) ] 
igualdades que multiplicadas dan 
(5) E, f(%,) Ej f(%,)..... E, f(%p) = 
15 dp 37) 
el (ALTA e cd alo Ly X 
X [ (e, —=,y e... (Lo, 2)" ] , EA TA O E 
A [ (Lp — Tp y 1) (Ly, Cr 2)o >.» (Yp — Em) ] 
(6) Ef (%,). E, $(%5)--.-- A 
(uy. (1-2) 
=(= TA 1 ) 1.2 E, Lo 0 dE A X 
x [(2, —x,) +. (Pp, pa) ]: [ (7, — 24)». (2, Lo) ] 
CAOS Ea ie] pa Ap +1): E "m) ] 
Sustituyendo los valores (5) y (6) en las expresiones de W;. y Sy, 


obtendremos 








1 
er Mier A E 
2 
a (Ap. 4 *p,) (A — Ya) (A — Aro) +. Y — X,,) Xy go Y, 
p(p—1) p 
Bi=(= 17152 + Si 170, (2, — 9)" (2, — 9) 
pe 


O y dy 9) (1— x,) . (1— 2)... (1— Lp 1): Ly > Toon Tp 1 








p (po 1) 
(1) de A A 

1 

A p A 
se tendrá entonces 

1 po 2 
o Mp, A is (2) (00 — A 44) 

7: EME AN E A IE E Y 


1 oa | 
| Sy = AOS 1)" E (r, = e, LoTñ. (Lu 1 Tuya) : (x - x,) (1x2)... 


E 
En el caso de que y = Mm, las igualdades (7) toman la forma 


1 








= n 2 2 
a E A Ei DO EA DA rita TA ta 
1 y m-. 1 ) 
Sas y 2 (— 1) : (1, = x,) (x, — *£,) z 
m 
eno (A 9 CE (4%). (+= 7))..0. E RE E 
y cuando p. = 1 tendremos 
ae! Y 
W, = A 2 (— 1). (x — x,). (1 — Xy)... (4 — Ap) - Y, 


1 


Como la expresión de W, viene dada por la segunda fórmula 
del grupo (1), es evidente que 4, = 1 por lo cual S, = 1. 

Para determinar completamente W,. y Sy. queda por conocer +;.. 

Según puede verse en el Serret, tomo I, pág. 575, es fácil de- 
mostrar que 


AAA. | 
Han A 1 cuando x= 0 
S, W 


Ahora bien, el coeficiente de la potencia más elevada de x en el 
producto Sh .1 . Wy es 


1 2 2 2 z 
a ES 1)" (4, —2) (Y, —%g) 0.0... (Ap. — *p.—2) E INE %| 
Pu EA 
de modo que si llamamos 
E , 2 2 2 
(1) Py = es e (a, —%) (4%)... (Ap. — Tp. 1) Aj 


dicho coeficiente valdrá 


por 1 


El coeficiente de la potencia más elevada de x= en el producto 
S, . Wes la unidad, pues S, = 1. Se tendrá, por tanto, 


de donde 





cuyas ecuaciones dan las igualdades (2), mientras que de la fórmu - 
la (7) se deduce el grupo (3); quedando así completamente demos- 
trado el teorema. 

CoroLarIo 1.—Para que la ecuación W=0 tenga odds sus raí- 
ces reales, es condición necesaria y suficiente que las cantidades 


y (0, — 27)", 3 (2, — 2)" . (a, — 2,) - (+, EN > 


2 2 2 
CE (2, - 7,)'- (2, — 2,) a a 
sean todas posilivas. 
Las cantidades 4 ,%,,A... . « ?,, que aparecen en las expresio: 
nes de al A a son esencialmente positivas, pues 


los coeficientes de la ecuación dada se suponen siempre números 
reales. De aquí la posibilidad de prescindir de tales factores cuando 
sólo se considere el signo de las funciones W,, para un determinado 
valor de x. 

Al hacer x = + « en una función, su signo será el que tenga 


su primer término; así, al sustituir en la serie 
(8) W Y, En O E we 


x por + «o, los signos de estos polinomios serán respectivamente los 
que tengan las cantidades 


1 Ps Da A q7Es 


las cuales presentarán U. ¿ Variaciones. 


Poniendo ahora en (8) el valor - = — =, sus términos tendrán 
el mismo signo que 
Mn De AE) Or A e E Us 1. Pr 


cantidades que presentarán 1_¿ Variaciones. 


Si en (8) sustituímos x por O y recordamos que 
rc AA (1 


la serie (8) se reduce á 


Un rx) da E (5 — 7, En (e, — x,) (1 7 pio 

NO] e (x, — de 4 (x, E a A e — 05 
la cual presenta en general, +, variaciones; número igual que las va- 
riaciones de las cantidades siguientes 


(8) 1 X (0, — 2,)' z (e, E xa) La 0) ; (, qn 2 , 


A 


si n representa el número de las raíces negativas de W=0 y p el 
de las positivas; resultará por tanto — si observamos que »,, + 
+ v_. =m — la igualdad 


20, =m— (n +— p) 
El número de raíces imaginarias de W = 0 es evidentemente 


2I=m— (n—+ p) 


luego deducimos 


La condición necesaria y suficiente para que todas las raíces de 
la ecuación dada sean reales, es que Il =w,=0, Ó sea que todas 


las cantidades de la serie (9) resulten números positivos. 


$ 27.—Otro método para calcular el número exacto de raíces reales 
de una ecuación comprendidas entre dos límites dados. 


El procedimiento que vamos á exponer es semejante al método 
de Hermite para resolver el problema enunciado, y tiene como éste 


por fundamento, notables propiedades de las funciones homogéneas 
de segundo grado. | 
Sea la ecuación 


F(2)50 


de coeficientes reales, cuyas raíces expresamos por 


— 166 — 


Ey y Oy Ugo Li 


Si t representa una cantidad indeterminada, formemos la si- 
guiente función de segundo grado 


Do 


AAA A 2, _, son m variables independientes. 


Se observa inmediatamente que y es simétrica con relación á las 
raíces de F' (2) = 0, por lo cual sus coeficientes podrán ser expre- 
sados en función racional de los coeficientes de F" (2). Como estos 
son reales, resultará que y es una función real, siempre que á la in- 
determinada í no se le atribuyan valores imaginarios. De aquí de- 
ducimos la posibilidad de expresar á yg bajo la siguiente forma 
e i=m-—1 ¡=m-—1 

a y y 
(2) A dE Ojo Zo tj 
siendo fácil ver que 
A IL A a Id A o 


A RA A Sa 


y—t L, —t. oie, by a —t 
Podemos descomponer la fracción racional 


OE INIADO 
F(t) 
en una suma de fracciones simples, aplicando las fórmulas halladas 
en el $15. Llamando Y (+) la parte entera de dicho cociente, se tendrá 


¿Ei P(f | ds 1 edo 1 
TRA 
OS O E 
¿=3, ....— e 
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de modo que designando por F,, (t) el residuo de la división de 
nl E, F (t) por F (t), podremos establecer 
F,, (t) PUN NOE 1 E A o: O 

IE e ia a it a ot 
y en virtud de (3) resultará 
F (0) 

0 =-A 07 
así como por la (2) 
| O EA 


a OS 


Llamando V,_-, el discriminante de y , se sabe (obra citada de 
Serret, tomo I, pág. 551) que es igual al producto de 


por el determinante 


UN _m-—1 
1 ET %, 
lx y? E 3 PO m-—1 
o Ya a 9 
2 3 m-—1 
1 Xg Mg Vo *, 
Lado da o AS e 





Vamos ahora á calcular el valor de Vi — po discriminante de la 
función obtenida cuando en g se reducen á cero las y, — 1 variables 


2 


mel “m— po 1 


En tal caso, la función y estará. dada-por- la- fórmula (2) supo- 
niendo que 2 y j no reciben más que (m — y. +1) valores contados 


desde 0 á (m — +); la: igualdad (3) seguirá dando los coeficien- 
tes de HO 


¡+ 1 Y ¡4 1 Y, io 1 * : 
DR — x — x pl 
ij 1 ES 2 Py BE 3 3 

Xx; t Y, t Yo t 
. di 
ip 1 A 
=— e — *. 
pa 


El invariante Va =p. 98 igual á la suma de los productos obteni- 
dos multiplicando dos á dos los determinantes siguientes: 

1.0 Unos formados con (m— y +1) columnas horizontales y 
verticales, estando las líneas horizontales representadas por 


2,2 Los otros constituídos por igual número de líneas horizon- 
tales 


y verticales que los anteriores, 
Cada uno de los índices 2, 7 recibe los valores 0,1,2,3...(m— p) 
según antes se dijo. Los primeros determinantes Salen 


razón por la cual - 


. 2 e k 2 
AA : AA A A) tara m1) 
a O E ml O O a 
yy : (x, =- t) . (4, — t) de (ace ] 


refiriéndose el signo Y á todas las combinaciones que pueden hacer- 
se con las m raíces tomadas (m—. +1) á (m— . +1) veces. 
Cuando todas las variables de y excepto z, sean nulas, se tendrá 


y Pl 


A o 


llamándo v, el coeficiente de ¿,” en la fórmula (2). 
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En la obra de Serret, tomo I, páginas 563 y 564, se demuestra 
que una función tal como gy, por medio de una sustitución real es 
transformada en 


v i ya 
po —=. X + - y re NN 
Vo Vi Viaó 
A A X_,_, $0n funciones lineales de las varia- 
[SAO 
; m--1 


Podémos ahora enunciar "el orEIoA NOtaS 


Teorema l.—Sea la ecuación F (2) = 0 del grado m con coeficien- 
tes reales y raíces desiguales L,,L,,L,..... x_. Formemos la función 
1 2 3 m 


real homogénea. 





XxX 
3 m-—1 2 
cies o AAA A tai) + 
BÉ (2. + %.2 +10 E EUA y 
paa 0 o: a -% 2 >% *a tm-1) + 
. . . 848 6% Te? alas UA a do aa as . % 4, Ur“. € "a. 560.060 UDINE .. e e... . 
Y 2 A m—1 2 
+ HE E a ta Ta da Ha id A 
m 


A a 2.._, Y con una indeterminada real t. 
Reduciendo per una sustitución real la función y á una suma de cua- 


drados de funciones lineales reales, tendremos: 


de m variables 2, , 2 


1.0 Si t es una cantidad positiva real, el número de cuadrados ne- 
gativos que posee la función g es ¿gual al número de pares de raíces 
imaginarias conjugadas, más el número de raíces positivas y menores 
que t de la ecuación F (2) = 0. 

2.2 Sit es cantidad real negativa, el número de cuadrados negati- 
vos que contiene y, será 2gual al número de raíces amaginarias conjuga- 
das aumentado en la totalidad de raíces negativas y mayores qe t de 
la ecuación dada. (Corral.) 

Si hacemos 


o 
| 
ÉS 
- 
2 
3 
+ 
S 
LE 
NN 
4 
eS 
3 
[du] 
+ 
+ 
> 
L 
3 
3 
L 


92 3 m-—1 
LT A O A AN 
la función tomará la forma 


E, 


3 2 m 2 
A RS O: 





6 x 
o t Ly — 


0) === 

Existiendo una raíz x, imaginaria, la función y tendrá también 
su conjugada x,; resultará entonces que X, y X, serán cantidades 
imaginarias conjugadas, por lo cual 


x a 
Xy * Vos 1 


' 


Xx 


o. / 2, =u=v.t— 1 
1 V Y, 23 t pl 





de modo que 


2 e) 


E ds 
2 2 E 2 2 
A o pera = UU — 


mod di 


y la función y tendrá un cuadrado positivo y otro negativo. 
Supongamos ahora: 


1.2 t>0. La raíz real 2 puede ser 
2 > 0 aa 


y entonces la cantidad 


(o) Xp 


será positiva en vista de que Ki es mayor que cero, desde el mo- 
mento que X;, es real. 
Si fuese 
xy >0 Y <t 


dicha misma cantidad 'será negativa. 
Finalmente, si Ly < 0, entonces 
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será positivo. | 
2. t<0. Caso de que la raíz real x p Sea mayor que cero, la 
cantidad (c) será positiva; si fuese 


Xy <0 A < te 
entonces (c) valdrá más que cero; por último, cuando 
7 < 0 0, 2d 


el producto (c) será negativo. 
Estas consideraciones nos demuestran el teorema, ya que xy. re- 
presenta una raíz real cualquiera de F (2) =0. | 


Teorema ll.—S: z y g son dos números cualesquiera y en la fun- 
ción y sustituámos primero en vez de t la cantidad « y luego el número 
é, la diferencia entre el número de cuadrados negativos que sucesiva- 
mente presenta g para t=uw y cuando t=B, es ¿igual á la diferencia 
entre el número de raíces negativas y positivas de F' E ) comprendidas 
entre los límites dados u y .. (Corral.; 

Supongamos para mayor claridad los casos siguientes: 

Primer caso.—Tenemos simultáneamente 


O A a gi 


Llamemos por N,, el número de cuadrados negativos que la fun: 
ción y presenta para t=u: así como por Ng la cantidad análoga 











Sean p,, el número de raices positivas de /" (2) =0 menores que a; 


Po » E » F (2) =0 A 20d 
Pp 
$ y R > F(2)=0 AN 
entre z y e. f | dd 


De acuerdo con el teorema anterior, si llamamos 7 el número de 
pares de raíces imaginarias de /" (2) =0, tendremos 


Nay = 1 + pu 

No = 1+»g 
y como evidentemente 

te = Y 





nos resultará 


Ne -- Na = p' Ó bien N, — No, E (c a e). 


Segundo caso.— Hacemos al mismo tiempo 


O rs, O UTLIEO 


Designando por | 
n,, el número de raíces negativas de /" (2) =0 mayores que a 
(z 


Ng » » » de dE Al, » esp 
n » » » F (2) =0 comprendidas en- 
tre a y $. 


Aplicando el teorema anterior vemos que 
Na = 1 +Ma 
Ng =1l + ng 
pero siendo por hipótesis 


JH 
W <= Nay — Mo 
p 


esta bleceremos definitivamente 


NE NE , 
Nu Ng = 1 CO 


Tercer caso.—Sean, en fin, dos números cualesquiera 


O p> 0 
Llamando 


n el número de raíces negativas de /"(2) = 0 comprendidas en- 
tre a y É. 
p el número de raíces positivas de /F" (2) =ÓÚ comprendidas en- 
tre a y É. 


tendremos, como consecuencia de los dos casos anteriores: 


Ny = No, =8 


ANN A EN 
Na += No = P 


Ú 


en donde N, representa el número de cuadrados negativos que la 
función y tiene cuando t=0. Así pues 


Na: 7 No ="w= p 
Pp 
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de conformidad al enunciado establecido. 
El teorema I del $ 21 puede considerarse como un corolario de 
la proposición presente. ! 
Hemos demostrado (teorema I, $ 27) que cuando no se considera 
más que los signos de las funciones | | 


W W, w, wm. 

se puede poner 

W=(2+—x,) (4%) (4 =%) a e (+ — *,,) 

w, =23(—1): (+ E r,)- (xr — %3) Ta (x — *,, ) *, 

Wi == MAA) (1 —%,) (4%) %, + % 
de 


A E A A ICO NS E A A E 
. 


AAA 7 RS a A A E ASES 
a A A a E A o e E LU 


ya que las cantidades »,»,,%3-++ +? son todas positivas. 
Sabemos también que 








V V: AY 
-2 1 0 2 O m-—1 2 
E a: eE NN 
DA Vo 1 ur > sa ds 
en donde 
Xx 2 
EA 1 7 ES 1 ye 


1 








W, v y, W w, 
Vo W Vo O y W, 
PALO NETO ERAS Vas ya A 
V E AA A A : 


por lo cual, el número de cuadrados negativos de la función g, ó sea 
el total de términos negativos de la serie 





Abla ld la 
y V: ME 

, Vo, E HKÑÁÉÁ E 
Vo Vi Na 


será también el conjunto de cantidades menores de cero presentada 
por la serie 





W, w, 1, ”. 
y W, w, PA 


(1) W W A W W 


1 2 OA m 


- De aquí resulta que el número de cuadrados negativos perdidos 
en y al pasar de t=u á t=8 ó sea el total de variaciones perdidas 
en nuestra serie (1) durante el mismo intervalo, será igual á la di- 
ferencia entre los múmeros de raíces negativas y positivas que 
F(2)=0 tiene en el espacio au, $. Precisamente el teorema 1 
del 8:21. ? 

Veamos ahora el método práctico para determinar el número N 
de cuadrados negativos de la función y. 
Sea la ecuación dada 


57 9 
FNo="+a, .2 +4,.2 A o a A Y 
CIO E AS r.. Hasamos 
1)> JAS 5 m ha) 
yES EA q Z m5) m—1 
a E Sl e Zo E IA ON: 


por lo cual la función gy tomará la forma 


$ Xx, á Xo a a ON A 
(4) y= a aa pro eE SAR a AER (+3) + 
* 2 
—l— e . —H4- *, n : ( A 
nt 
IAMECMOS Za Lo ss Zm_1 Nuevas indeterminadas, enla. 


zadas por la relación 
Es q. 3 3 
DES La HZ LERMA AE LAA + S.z 
Realizaremos una sustitución definida por la igualdad 


(5) plz) =(2—8).0(2)-2Z,_,F(2) 
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que habrá de convertirse en identidad relativamente á la variable 2. 
Sustituyendo en la misma en vez de z las raíces 1, , Ya, Y3..... Y 

y Lo PA m 
de F (2) =0 tendremos 


de ae TEA AS ADA 


90 0 0.0. E O E E IAS AD 


Por medio de la sustitución (5) la función (4) se transforma en 
una nueva función C de las variables Z,;, Z/, La..... A 
tendremos | 


(6) C=x, (, 1). 0" (2,) + 7 (2) 6) 0% (29) 00% (547 t) 07 (2) 


Llamando por 2, -M Ma. ..... Nm—1 nuevas variables ligadas 


CONVIAS Lea Ai da Z m-—, por medio de las ecuaciones 
Ly MAA A «M9 Ey Ag + 4m-1-»m 
| ón na o dE Ue Al o 7 
(7) Ls EF A AS pa JO n, 
la SE N, +4, Mo 
Ll Ma 


El cociente de F' (n) por n — xy. vale 





—1 7 —3 6 
a A, ANA Ao PEO E A n 
+, aj: Cy 5d A Yu 

2 2 
+ %, — A m3 *p 
qe 
— Ay, 


así es que sustituyendo n” por nm, ó sea los exponentes de n por sub- 
“índices del mismo número, este cociente será 


Z +. Z hr Lake. EAS Z 


que es igual á 
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D (xp). 
Será posible, pues, escribir 
F (n) F (n) Fin) 
E n= > NR a Ets AS 
ed Dx + 4) 


siempre que al efectuar las divisiones indicadas se conviertan las 
potencias 2, 1 nn 0. n"=1 en las variables n,, 1, , Ma ..... Hd 
definidas por el sistema de ecuaciones (7). 

Análogamente estableceremos 


F (n) Fln') 


2 
e (*p.) EEE E xa 


si al realizar las dos divisiones se toma la precaución de reemplazar 
n? y n? por n,. 
La nueva función C definida por (6) se convertirá en 


y Fín F(n') 
A PE da 
Y/) — Xy n' EN Xx, 
el signo y extendiéndose á todas las raíces x, t, 3 ....- Lm le 


a 0. 
Puede darse á C otra forma más sencilla por medio de las ope- 


raciones siguientes: 


ANA AAE, 
e a e td 0) e ps 
(n PR x,). (2 y 21) 
Xx a Ya / 
=F(n).F(n).2 E dl E (E E a) po 
n— on! rs Py n! — x, 
ES Fln).F(n) S AAA 2 pde: SA 
ns n—0n! z 1 E Xy E n! — Xx, 
Ahora bien 
e (tn) Y E, F(n) 
A = (t—0m).* n—% = —(t— n). Fn) 
é 
tn EN m') 
y del iS e =-(t=0"). - da 
Mm — 2) NR F(n') 





EF E, Fin)] 
ga Fin F(n') [61 1 (n') Pda Y ( | = 
n- F(n') (nm) 
(Eee nm?) AJO E (n') -.PFinN)—(t—n).F (1) E, F(n) (8) 
us n—on' 


forma definitiva de gran utilidad en las aplicaciones. - 

El segundo miembro de la fórmula (8) es una función entera de 
las variables n y n”, y en la que una vez ordenada “con relacion á 
ellas, será preciso sustituir las potencias mi y n Y por m, y-n¿tespecti- 
vamente. Obtendremos así una función homogénea C que se con- 
vertirá, por métodos conocidos, á una suma de cuadrados. El nú- 
mero de estos afectados de coeficientes negativos será igual á N. 

-- Cuando se quiera tener el número de raíces de /' (2) =:0' com: 
prendidas entre dos límites « , £ dados, será más conveniente para 
obtener los. valores N,, , Ng operar desde luego sobre las dos expre- 
siones 


O (2 == n') UE (n) , Le, F, (n”) e (ra — n) > TF (n”) y E, Fm) 
Mp = 1 PA ES o + A 








nn 
ds (8 — n') - Fi. E, F(n)—Pm:F (2) . E, Fin) 
A SA RS ARO ATRAS DIO E 
n—0mn 


cuyos coeficientes son todos numéricos. 


ApLicacióN.— Para aclarar las ideas y penetrarse de la breve- 


dad del presente método, vamos á deducir el número de raíces 
reales de la ecuación 


E a 


así como los límites entre los cuales se encuentran comprendidas. 
Tenemos en este caso : 


id A +1 
F (n') =n *"-3n' —+ 1 


E, F(n)=—6n+306 bien — 2 + 1 prescindiendo del factor 3 
E, E (11) = - 6n"-7 36 bien — 2n' + 1prescindiendo del factor 3 


A * 


ñ 
7 
e 
O Mi 8 


O 


luego aplicando la fórmula (8) 


e (+= no) .(n*— 3n+1). (—2 n' e nm). (mn? —3n' +1).(—2n +-1) 

+ n—n0n' 

donde realizando las operaciones indicadas resultará 

C=-—2t.n. an (n+n)+2.t+2._.n.+6.1n n—2 (n+0w) + 
RS n += A) —3t=nn' (n + n)—+ 1 


Sustituyendo ahora las potencias de n y n” por las variables 
o 7 Cd la función CU tomará su forma definitiva. 


2d 2 2 : 2 a 2 E 
E t(— No E Ol AT Ma da Er )+2n, O AT 
2 
e ARAS , 
4n,. MESTIZA Ma HN 
esencialmente distinta de la función F definida por Hermite. [Véase 
Serret, tomo I, pág. 597, el valor que en este caso tiene $], 
Si ahora hacemos t = 0, se obtendrá 
2, —6n"—4nmn.—2n,n.+n* 
DES 2 1 NO de 0 
que puede transformarse en una suma de cuadrados, convirtiéndo- 


se en 


3 2 E 1 3 
C, = (n, - 9 my + 3 3 (va ui WA 19) 





Como no existe en C, ningún cuadrado negativo, resultará 
ATREA 
AA 
Haciendo en C á la indeterminada t igual á 1, tendremos 
2 2 
== 776 4 29) 71M 2) —4,n, 


lo que podrá ponerse bajo la siguiente forma 


2 


2 ca EE 
C,= (2 Mi no) O (Y3 A Y3 ; 1,) A (n, E Na) 
en la cual existe un solo cuadrado de coeficiente negativo; por lo que 


N, =1 


De aquí resultará 


e ie 
N, —=N,+=1 


que demuestra la existencia de una raíz real de la ecuación dada 
entre los números O y 1. . 


Cuando t crece indefinidamente, el valor de C dividido por í se 
reduce al coeficiente de su primer término, ó sea el polinomio 


2 2 
Ma A —+ 92 My Ny —+ Ny 
que puede adoptar la forma 
9 9 2 
— (n, — M,) IES (n, - 92 Ny) 


en la cual hay dos cuadrados de coeficiente negativo, luego 


Este valor nos demuestra que existe en la ecuación estudiada 
una raiz entre l y + oo. 


Convirtiendo ten — t, se tendrá para valores de t próximos á 


O 


esque valo 


luego 


de donde 
NN 


eo 


es decir, que la ecuación dada tiene una raíz real negativa. 


OTRO EJEMPLO.—Consideremos ahora la ecuación 
a—la—_1=0 


cuyo número de raíces positivas, negativas ó imaginarias se desea 
averiguar. 
Tenemos aquí 


FAVORES 
Pin y e A PRESA 


e 








OT (ASES 
LE, EN) =>-14. 1121 
| E, F (n') =-—14..n — 21 
por lo que la fórmula (8) dará 
C= Fi (— 14.n'— 91). (n* —Y. n—7) —(t—nm). (— 14.n—21) (n/? it) 
n—on 


Realizando todas las operaciones indicadas obtendremos 


A A E A A 
ATA 98. 1! + 98.(0 + 91M) + 2L.n.0 (an +20). — 147 


Si sustituímos n” y n'P por n, se llegará al siguiente valor 


)= [| — 28.1, 49.m) —42.m,.n,—21.m ] + 1M.n, + 
2298. + 196.0, + 147.0, + 42.0m,.m, ' 


Haciendo t = O se tendrá 
C, = 14 n, ATA Un a Eo mi AA nm +H42m,. 


forma cuadrática que puede sd AN del siguiente modo 





3. 0,= (21.n, +14. PE (VE, 00) 8) 5.n 


que indica.la no existencia de cuadrados negativos, por lo que 
0 ME, 
N,=0 


Cuando t vaya creciendo positivamente, el valor de C tiende á 
' valer el coeficiente de su primer término, de tal modo que, para 
t= +. 0, tendremos 


sE s : 2 2 
+ 28,1, 9H 495 Ny — 42, 1, 21. Mm, 


ó bien 
o Ooh va ESTAS , 1 9 
oi = ( 2 No) O WE . No TES «Mg 


de donde se deduce 


La ecuación tendrá pues 


una raíz real positiva. 
Para t= — o se establece inmediatamente 


_— 14 2 9 1 9 
00 (VI n= o) — (7.1 —8.m,) = 3 m 


por lo cual 
Neo =2 
siendo entonces 
N_.¿—N,=2 


lo que demuestra la existencia de dos raíces reales negativas. 


$ 238.—Otra exposición y demostración del método precedente. 
Sea la ecuación dada 


1 


(l) fo=ar har OMPI e 


cuyas raíces designamos por 2,, Za, %3..... Top. 
- Consideremos las funciones 


Ml A O A a ACI AA 
ya definidas en el 8 11, y hagamos 
(2) y PEN Ly (a) + E A Ve A E ot + to Fm 16) 


siendo ty t, ta ....t,-—,,mindeterminadas. 
Suponiendo que las raíces de f (1) = O sean distintas, formare- 
mos la función 


(3) C,, = (1, — 0). Ly - y H(,—0.2%.Y + o? — (1 AE 


que será una forma cuadrática con relación á las indetermina 
das anteriores, y en donde se tiene, que Y, ,Y,,Y,----- Y, Yepre- 


sentan los valores de y cuando en vez de x ponemos sucesivamen- 
E A Cc ael 


Y ta a PUTO a ADA ve VA to Tin PUNA 


Ea E 


La letra y representa una cantidad real cualquiera. 
Investiguemos ahora el signo de los diversos términos de O,,. 


Si x, y 2, son dos raíces imaginarias conjugadas, también lo serán 
y, é y, así como (7, — 2) y (1, — 2); luego podremos hacer 


ES yzx,.(2, —2) =u+ Y —=1.v 


a 


Ya: Y zx, (1% =u- YF7IEMO 


lo que demuestra la existencia en C, de un cuadrado positivo y de 
otro negativo por cada par de raíces imaginarias de f (1) = 0. 

De ser xy una cantidad real, pueden ocurrir los casos siguientes 

1.2 Que 2. > 0. Entonces si xy. es positivo y menor que «, el pro- 


ducto (2, — ”). 2, Y, Será negativo, pues y, es una cantidad real. 


Si fuese xy. positivo y mayor que » también resultaría positivo 


(x - Y. « Finalmente, cuando x,, sea raíz negativa el men- 
Í E 


po 0) 
cionado producto tomará un valor mayor que cero... 


2.2 Que <0. Caso de que zp —> O también resultará 
| | | 
(2, e 0.) Lu > Yp >0 


-Si Xp fuese negativo y menor que z, la cantidad considerada 
como término de O. 


/ 7) 


será positiva. Por último, cuando 
Lp <0 Tp, > 0 


el producto (x,, — ») . + Y, tomará signo negativo. 

En virtud de estas consideraciones podemos deducir: 

L—S7 u < B son dos cantidades positivas, el número de raíces reales 
de f(x) =0 comprendidas entre ». y f es igual ú Ng — N,, , diferen: 
cra entre los cuadrados negativos que respectivamente presentan Ue y Pe 
(Corral.) 

TT.— Si u. < E son dos límites negativos, el número de raíces reales 
de f (7) =0 comprendidas entre o. y Bes igual 4 N, -—- Ne, diferen- 
cra entre los números de cuadrados negativos que tienen respectivamen- 
te C., y Cg. (Corral.) 


Cuando ocurra el primer caso, Ne es, según ya se ha visto, la 


suma del número de raíces imaginarias dividido por dos, mas la to- 
talidad de raíces positivas menores que g; idéntica significación 


e 


=12= . 
tiene N,,, por lo cual Ng¿ — N,, representará el número de raíces 


positivas de F (1) = O comprendidas entre » y £.. | 
En el segundo caso (u <0,B <0) N,, vale el número de pares de 


raíces imaginarias aumentado en el número de raíces negativas ma- 
yores que =; como análogamente N¿ posee idéntico valor, resultará 


que N, — Nges la totalidad de raíces negativas de f (2) = 0 com- 


prendidas en el intervalo -, f.. 
El poblema queda reducido á calcular la función C,, del modo 


más sencillo posible. A tal fin sabemos que 


(4) (2—=0).y.f, =(86, , O al 
o IEA THB 


estando definidos los coeficientes 


0... 00.0 060.0. 0640.06. 0600/0002%0.0 0-2 (0/0... .2..UON q »pOCOIS... . kn... 1). 0050 J. A 


SEZMÉNS E a a MA 0 


mientras que las nuevas variables tu, tnm+i.. + tm+, 80 hallan 
enlazadas por la relación 


(6) RT AA AN AR +a,.t=0 


donde s recibe los valores 0.1.2..... m— 1. | 
Introduciendo un nuevo sistema de variables 2. -1,tm-2-+..+.+* 
q ADAÍODAS a as tad o t, de modo que 


(7) 2=t. 14: + m2 AT RA Aro DA 


E ae 
se tendrá, multiplicando ambos miembros de (4) por :n _,-, y des: 
pués por z, 


¿A . a a 1 
(a — 4) EAN PI O ¿Y 60...) : Tm—s—1 de 


Dando á s sucesivamente los valores 0.1.2..... (m — 1) y 
sumando las igualdades (8) resultantes tendremos 


e y 0 


E (an Ad Pr e a a RI y 


S 
o ad 1 1) . ci 
Si en vez de x se pone X,, Za, lg. .-... Lm y luego son sumados 


los diferentes resultados parciales obtenidos, tendremos en virtud 
de las igualdades 


Sa. f)]=-= a, 

S 2. ]=-=2 A, 

S [x . fo] = a e 
SL. fa, A An 


—1 
(9) : 
$ ¡al 
—+ 3 a, > 2 (2 6, : 8, 2) ¿PE e Y e mi e 
0.m-—1 
y 
A o o e EA 


de la cual se obtendrá el valor de C,, haciendo y = 2,lo que equi- 


vale á teneri=<. 
Desarrollamos á continuación el cálculo detallado de C,, cuando 


VAS 
Tendremos entonces, aplicando las fórmulas (5) 
8_ 1.079 t,— dat, — azt, 87. =% ta 
=> e AA os 
09d 4, E 9.17 4-1, — 0d 


8_1.2=7 4% e NO 


A E A cis A 
; y - = AS ¿A E - bl e a : ES 0 E y 5 ee 
= ii e pa De € A EA AR E od 
: $, 20 = t, 8, EAS ay to ¿y HR 54 
S = — la == , PA: 
- 8.1 Ay ty 75 41 É, 87.17 ay t, +4, t did Uiciácis 


= Azt, 8, =0 +04, 0,1, 


.0n 
wo 
l 


Para desarrollar la igualdad (9) prepararemos antes cada uno de 
sus términos. 


Así . 0 | . LE es di - 


0. 20.4 ba + Ta 
0 84. ¡AÑ A a Ea AA AN > 
A OS A 


81 1.4 5 770 by. > 03 0%, y 
= 6 1.2 ae =P Az » t, 5 Co 4 e O AR 
luego haciendo t = = 
Ss É ; ñ 
y dá ES 9 
a Es 0... A (2. a, +1) + 


+t (za 7509) 2% 47.1) 420). tt, E 20 


De igual manera 


AN Ta Ed e > EA ae a 
A A 4 e SS 
Da e eS E 
0.8, a Ao *o , Y 
€. 0. 9=4-t Me 


aa FAA. Y : Es 
8, 1 HAS AA 
o A 


por lo cual poniendo t = + 


* 
F 


3 


0 SS (08, $ da = 2 4,. UN (2 a, + a,) +20 ay 4d 


de 
5 
=D 
E 
ed 





0.2 
ES y Mi ns > 
A da» to Ay" la At, E] s a y: 
Idénticamente : y 
e ; E A TAN 43 
2. E7 y: =%.y o ty> ty e 7 En E 
, , E e 
A y E , 
a E 93: =%4d»t.. +2. « Ty 4 Ag bo > > 
Xx > 
* 
z d $ ES S y RE > 
o S Ne P 5 EN dE hs ” el » 
E E mi h A A SS, AI no 


SE Ay + É, + % 
As bs A 
8, A AO 


así es que 


Ss 
3,4. 2 (a. 6, 78 s) 93-13-09 [ t,? (9 a, — a,) Et? (2 a, + ag) + 
+92, %. Aj. t) tt 20.0, yt 20) tE] 


Resultará por tanto 


a q | 
Cu = to to TZ E (1 tt «Co 9 + ty E, Co Hb to. + 
T—Tt-t.C.,) 

en donde 


Co.o = 4g(% 0, 3 - ay) 

(1, =2%0 —2.4,.0Fa.(a, 4, +3.4,.4) 
Ear = (2.4) +a,).4a,—2.a *Q 
= 4 ay (4. a, + 9,) 
Co..252-43.(a, +3. 0) 

Ci. =4/(4a,.2 —6.4,) + 2a, a, 


159) 


. 


Ea función C, que hemos definido, es completamente distinta, 


según va probamos en el número anterior, á la forma cuadrática de 
Hermite. En este caso concreto se evidencia tal aserto, comparando 
los valores (, , aquí encontrados con los HA, , que en el Álgebra su- 
perior de Weber (edición francesa) aparecen en la página 381. 

Según la teoría general de las formas cuadráticas [Weber; págl- 
nas 298 á 311] para conocer el número de cuadrados negativos de 
nuestra función C,, es necesario calcular su discriminante. 


Llamando en 


i k 
E Y v y e 1áS 5 
E A AA TAN a).x. yz] 


por €, , al coeficiente de tf, .1, , es fácil ver que 


CS [to A Lay 1) 


luego el discriminante v.buscado, valdrá. 





— NA 
(ia 0) 2, . £ (*,) 2, (2, =0)-£ (%,)...-- 2, (2, —2) Ím-1 (*,) 
(7, — 0) 2, f (%)) %- (Y, — a) .f, (o) > - o (9 — 0) m1 (1) 
y = |(%3 — 0). Lg - £, (Y) Lg > (U3— 0) .£, (%g) o. Eg (23%) fin 1 (Pg) < p 

(2, E a) mr. ON 2, (8, — DI) (0) Ln e (a) 

Sy (%,) f, (*,) Fa (21)... Fan —1 (%1) 

S, (22) F, (2) fa (Lo)... . Fry —1 (%) 

Xx | (2) f, (23) Fa (Ug) Fan 1 (%3) 


0 q 0. 101000 0906.00 00 a os e. te 5... . lem 0. o eo e ha «a Ma” DIO MS 

















y como 
Ay (2, 0). (2, 0). (0, =0)..... (2, =)==D".fM0w% 
a 
AR, E A A O DE 
1 $e 3 m a, 
tendremos entonces 
Í, (2) f, (2,) fal y) TN 1) 2 
Fo (9) F, (%,) Ta 9) LA FEA 2) 
28 f (u) | 
V A 1 Ye (2,) yA (2,) Fo 3) E 1 (24) 
| fo (2,,,) E ( 1) Ue (2,,) a, as ByE —1 (2,,,) 
Este último determinante es igual al producto 
a, 0 Dept 012 011 z, ee a "7142 
a, A, a 0 1 Po AS EUR ER 
d, a, CRA 0 e 1 Ya | Lo? A ei 
arde aa -2 a -3: 4, 1 Pi 2,2 A AS a 


cuyo primer factor vale a,*", mientras que el segundo es igual á 





2m-—2 


si designamos por 1) el discriminante de f («). Así pues 
0 . E de > > “A 


a 
(10) ME) 


Como las raíces de f (x) = 0 son todas diferentes, el discrimi- 


— 117 — 
nante D no puede anularse; resultará por tanto que Y no será igual 
á cero si elegimos á « con un valor distinto al de las raíces de 


Fí)=0 


La serie de menores principales de y valdrá 
V, (2) Vo (”) Vgl(Der.o... Vo (2) = Y 


comenzando por los de grado inferior. | 
Según se sabe [Weber, obra citada, página 306] el número de 
<uadrados negativos N,, de la forma C,, es igual al número de va: 


riaciones de la serie 
1 y, (%) Va (”) A 
Para deducir Ng habrá que calcular análogamente la serie 
1 Y, (8) Va E) Va (B)oo... Un (B) 


y su número de variaciones sería Ng . 
Apliquemos la presente teoría á la ecuación 
—3r+1=0 
en donde 
o=1 a, =0 dy ==—3 (a 


por lo cual los coeficientes €; de la forma C valdrán 


= 1 


Coo=3(1 — 3) 
C,,=32: +18 


Co. =6 

Cu 12 
Coa=6.2 
C,=-12.0.—6 


siendo por tanto la función CU 


2 2 ES SN a 
3 E BEA SLA E IA, A B 
+6 18 tito — Butt, 
4 prescindiendo del factor 3 
2 2 2 , EN : 
C=o(—t+t+2.4t.t4.t.t)+t10+26.t0+2)-— 
O nds UR 


A e 


resultando idéntica á la forma C calculada tegún el procedimiento 
del número anterior, si bien las notaciones empleadas son diferentes. 

Para conocer el número de cuadrados negativos de C formemos 
la serie de menores principales de y.. 


1 Co 2 O Y 

que en este caso serán 
(IM 1 6 A TO SO F().D 

El discriminante D de una función de tercer grado tiene por 
expresión [Weber, página 178] 

D= a a. + 18d» A A Ay Aa — il a. 0 +2 do «Ag 
de modo que aquí 

DEs=d10 
Para u. = 0, la serie (11) vale 
1 6 12 110 

no teniendo entonces variación alguna, luego N, =0 . 

Si hacemos « = 1, la serie (11) será 

1 6 LO AE 


con una variación; por lo cual N, = 1. Existirá, pues, una ralz real 


entre 0 y 1. 
Cuando 4 = w los signos de la serie (11) serán 


aña y Es += 
presentándose dos variaciones, que hacen N, , =2. 
Poniendo «. =— w se tendrá la siguiente serie de signos 
e Si + ql 


luego... 1. 
La ecuación dada tieñe, pues, una raíz real entre O y 1; otra en- 
tre 1 y + 00; y la tercera negativa entre 0 y — w. 


OTRO EJEMPLO.—Sea la ecuación 


i—2xX=b5b=0 





en donde 
A 1 a 


Aplicando las fórmulas precedentes obtendremos 


A ce 


C1,1>=8-=b.0u 
e io ib 

O, =-+40 
Co.92 380,04 
C, ¿==80+30 


por lo cual 


A A UA ES cl A LR A 
9 


O 00 Ed 
La serie de menores principales de esta forma será 
1 Ao; — (4 02— 12 1 — 868 82 .f (0) 
Para « = O esta serle vale 
1 | 4 —— 803 — 410 


y como sólo presenta una variación, de aquí que N, =1. 
Haciendo u. =-—- « la serie anterior se transforma en 


A 4 — 64 —+ 82 
yaliendo, pues, N, y =2. 
Cuando y. =— «o se tiene 
4 4 — 61 — 82 


PORO qUe No. == Lo 


De este análisis resulta que la ecuación dada tiene una sola raíz 
real positiva y dos raíces imaginarias conjugadas. 


S 29.—Otro aspecto en que puede considerarse el probiema de 
encontrar el número de raíces reales de una ecuación. 


El procedimiento que vamos á exponer es muy semejante, si 
bien distinto, al seguido por M. Hurwitz para resolver este mismo 
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problema. [Véase obra de Weber, págs. 333 á 339]. Ambos métodos 
son correlativos. | 


La ecuación dada 
E ¿Me m-—1l | 
PR AE e a HA 1 2 ON 


es entera y de grado m en la variable 2. 

Supongamos que o (x) represente á otra función cualquiera de 
grado indeterminado, pero entera con relación á 2. Podrá encontrar- 
se, por medio de reglas conocidas, el cociente de $ (2) por f (2) así 
como también su residuo correspondiente. 

Este resto se dividirá por f (2) de modo que se obtenga una serie 
creciente respecto á la variable 2, para lo cual se comenzará la di- 
visión por los términos independientes de ambos polinomios, orde- 
nados los dos según las potencias ascendentes de z . 

Así procediendo se encontrará el siguiente desarrollo 


(1) 2 +É 0.2 +02 +o.2+ e eE E in 
Sea ahora 
(2) O =L+H LE A +t,_ 2 m4 


una función racional de grado O en z y con m variables indepen- 





dientes E A tm —1. Tendremos pues 
D (2) D (z) ; as 
Pi TRES y —i—k 
S DATO SA 
DP (2) 


y considerando en la serie antes mencionada según las poten- 


F (2) 
cias crecientes de z, esta porción del producto (3) valdrá 


h i k AR 

y A y LAI 
(4) yu! yu ya Cho E. t, .%£ 

0%. 70.7 m 41 70:m 


para abreviar llamaremos 
A=hz=—iz=k 


así es que la expresión (4) tomará la forma 


A ik 
Y Ze > 


0 0.m—1 Na idk dE 





¡in 3 
—» 
h 
II 
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Al coeficiente de z*, que es una forma cuadrática con relación 
á las m variables t, , t, , se designará por C, , cuyo valor será 
pde 


o Y CA ¿de ad t, 


O.me1. 5 Hipk. 


Como más importante de todas nos fijaremos en la que corres- 
ponde ár=0 


(5) CARA A a 


En el caso de que f (2) no tenga raíces múltiples, ya hemos de- 
mostrado [$ 15] que : 





2 
D (2.0% (2) A A 
—=— == Sá. Y 
: Fl) dea 7 1 om yA . Ef (Y) 
por lo cual 
i D (xy. p? X, 
(6) e AA] 


en la que haciendo += 0 y recordando que á C, se ha llamado (, 
z D (x,) - 0 (2) 
1.m Ef (x,) 





(7) C= 


1.m 


i 
Las sumas anteriores Y seextienden á las m raíces 1, , La, Ez... 


Cm Ae la ecuación dada f (7) = O . El símbolo S se refiere á todos 
los términos de la serie obtenida por desarrollar el cociente según 
las potencias crecientes de la variable 2. 

Como el determinante del sistema de funciones 


( (2) () (2) 0 (x,) 7 E () (%,,) 


de las m variables ty, t,,ta..... t,, vale 
po +) —m+1 
1 2, ELA A Da 
— 1 mp =2 = +1 
1 %, IAS A De AS 
LA A -m+1 
| 1 An Lo 05m 
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una cantidad diferente de cero, pues, por hipótesis, todas las raíces 
de f (2) =0 son distintas entre sí, resultará que las funciones 
0 (2,) son linealmente independientes unas de otras y de aquí deduci- 
mos que la fórmula (7) da á conocer la descomposición de C), en 


una suma de m cuadrados. 





Haciendo 
A IE 
8) proa 
Y==00 2). META 
q (7) V E, f (e) 
se tendrá entonces 
(9) C=Y HA E + Un 


f 


De esta suma (9) la cantidad y, vo puede desaparecer más que 


cuando «+ (x,) es nulo; y recíprocamente, desde el momento que 
o (x,) y E, f (x;) son diferentes de cero. En tal caso x, será una raíz 
común de / (2) y + (2). Deducimos por tanto, que el número p de 
cuadrados nulos de la función C, es igual al grado del máximo 
común divisor de f (2) y » (2): es cero (2 = 0) cuando las funciones 
f y + son primas entre sí. 

Conocido £ veamos el modo de culcular 


T = número de cuadrados positivos de C 
vp= — — negativos de C 


para así tener el valor de los tres números característicos de la imercia 
de la cuadrática C. | 

En el caso de que x, y x, sean un par de raíces imaginarias 
conjugadas de f (2) = O tales que » (x,) no valga cero, tendremos 


luego 
Y y =2(M*—N?) 


expresión que da una unidad á cada uno de los números r y v. 
Cuando x, es una raíz real, el cuadrado y,* tendrá coeficiente po- 
sitivo Ó negativo según que o (x,) y E, F (x,) sean ó no del mismo 
signo. 
Tendremos así los principios siguientes para determinar los nú- 
meros característicos de la forma (: 
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p = al número de cantidades «+ (x,) iguales á cero. 

T = al número de pares de raíces imaginarias x, que no anulan á 

-p (x,), aumentado del número de raíces reales que dan á 9 (2). E, f (x) 

€l signo positivo. 

v = al número de pares de raíces imaginarias que no anulan á o (2), 
aumentado del número de raíces reales que dan á o (2). E, f (x) 
el signo negativo. 

Demostremos ahora que: 
1.2 Si las funciones f (2) y » (2) no son primas entre sí, la forma 

“cuadrática O no es definida. (Corral.) | 
Es necesario advertir que se entiende por forma cuadrática defint- 

da aquella cuyos cuadrados son todos positivos Ó todos negativos, 

€s decir, que cumple con una cualquiera de las dos siguientes con- 

Aliciones 


£ 


T= M p== 4 =:0 Ó T=p=0, U= MN" 


Cuando f (2) y +» (2) no sean primas entre sí, tendrán alguna 
raíz x, común; entonces el término y, será nulo por ser y (%,) = 0, 
y la forma Cno podrá ser definida desde el momento que £ deja de 
ser cero. | 

2. Sifle)y E, f (2) tienen un divisor común, la forma cuadráte- 
<a O no es definida. (Corral. 

Caso de que £ (2) y E, F (2) admitiesen un factor común, se po- 
drá determinar una función Q (2) de primer grado por lo menos, 
tal que 

e FO=8-A0 
siendo el producto Q.f, (2) de grado inferior ám. 

El menor exponente de z en la función 0 (2) es — m + 1, por 
lo que elegiremos las indeterminadas t,, t,, t...... as detal 
modo que se cumpla la igualdad , 


2 .0()=0Q.4,0) 
y entonces 
MO AO PDA 


f() Y ¡ES ERA 3 y2m—2 


- Llamando y al grado de » (2) que supondremos sea inferior á 
m, y por g' al grado de f (2), tendremos 


e y E E 


G=y9+y9<2m-2 





es decir, que el grado G del producto q (2) . A (2) es inferior é 
2m - 2, 
Resultará, por tanto, que la fracción 


DP), 0) 


¿2m-2 


desarrollada no tendrá exponentes positivos de z; la función C se 
reduce así á cero lo mismo que todas las restantes OU, . Se llegará 


entonces á la consecuencia de que existen valores no nulos de los 
variables t, que anulan á C, lo que es imposible en el caso de una 
forma definida. 

Es importanre observar que nuestras formas €, y C definidas y 
calculadas precedentemente, son distintas de las cuadráticas T, y Y 
empleadas por Hurwitz en sus investigaciones [véase obra de Wo.e- 
ber, páginas 333 á 339). 

El caso de que nuestra cuadrática CU sea una forma definida. no 
puede presentarse más que si las funciones q (2) y F (2) son primas 
entre sí, cuando f (2) no admita más que raices reales distintas y que 
además el producto 4 (4). E, f(x) tenga el mismo signo para todas 
las raíces de f (2) = 0. listas tres condiciones simultáneas son ne. 
cesarias para que la forma C sea definida. 


Suponiendo que y. y £ sean dos raíces consecutivas del mismo 
signo, como 


ñ | Ef) =—0..f' (0) 
Ere==R.40) 


entonces E, f(u) y EE, f(£) serán de signos contrarios [teorema I 
del 8 19] 1a que también sucede lo mismo con f£' (a) y F” (8). Como 
el producto » (7). E, f(x) ha de conservarse con signo invariable 
para x= u y -. = f las funciones d (2) y p (8) serán de signos dis- 
tintos, lo que Mars la existencia, entre ambas cantidades u, £ , 
de una ó un número impar de raíces de y (2) =0. | 

'Cuando'lás dos raíces consecutivas u, g, de F (2) = 0, sean de 
signos contrarios, entonces 17, £(w) y E, f (8) tienen el mismo sig- 








La ER 


no al igual que 9 (2) y d (8); por lo tanto, las cantidades /, g com- 
prenden cero ó un número par de raíces de d (2) =0. 

Las tres condiciones enunciadas anteriormente son las suficien- 
tes para que la forma C sea definida y del mismo signo que el pro- 
ducto y (1). E, f (<). 

Dado el caso de que todas las raíces de F (2) = O sean reales y 
del mismo signo, resultará que C] es una forma definida cuando se 
satisfacen las anteriores condiciones; en tal supuesto, será preciso 
que el grado de 6 no sea inferior á (m — 1), pues entre dos raíces 
consecutivas de f (2) = O existe una ó un número impar de raíces 
de y (2) = 0. Pero si el grado de + no fuese tampoco superior á 
(m — 1), entonces dos raíces consecutivas de F (2) = O comprende- 
rán una sola y única raíz de d» (2) = 0; se podrá, pues, decir que las 
raíces de f (2) están separadas por las raíces de + (2). 

La forma definida (' será además positiva cuando el primer 
coeficiente c, sea mayor que cero, aparte de cumplirse las anteriores 
condiciones; este caso se presentará cuando los términos indepen- 
dientes ó coeficientes de 2? tengan el mismo signo en f (2) y o (2). 

Para que una forma cuadrática de m variables sea positiva, es 


condición necesaria y suficiente que todos los términos de la cadena 


Ó serie formada con los menores principales de su discriminante 
sean cantidades positivas [obra de Weber, pág. 310]. 


Haciendo 
de 6 Coda toba 714 C. 
dá Cy ee od 
F,= | C Cg CE Pc: 
C, C, +1 DEAR Cp 


podemos enunciar el teorema siguiente: 

_L—Sean: f (7) = 0 una ecuación de grado m cuyas raíces son 
todas reales diferentes y del mismo signo; + (1) = 0 una ecuación de 
grado (m — 1); los términos independientes de f y » se suponen del 
mismo signo. Las condiciones necesarias y suficientes para que las raí- 
ces de f(x) = 0 sean separadas por las raíces de 6 (1) = 0, son que 
los determinantes 

F F F, 


U 1 
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sean todos positivos. (Corral.) 
Si suponemos que 


Dd(Z 


LATE, LEDS = 
1 


se tendrá entonces 
v().E, 10 =[09 (6) 


cantidad que es siempre positiva para cualquier valor real de z. 

El coeficiente c, será también positivo, pues los términos inde- 
pendientes de una función y de su euleriana son en todos los casos 
del mismo signo. 

Según vimos al final del $ 15, en este caso particular los coefi- 
cientes c; ., , de la forma C valen 


0 dl 2 v 
CI Co == Br A 


9) 
J 
3 
J 
Y 


si representamos por s” la cantidad 














1 L sE 1 E 1 
A il SA RES +— 
10) Y D / 10) Dv 
2%, Lo Lg o 
Poniendo 
0 1 2 v 
Ss Ss Ss CPE $ 
1 2 3 v+ 1 
$ 3 AE S 
== 2 3 4 v 2 
AN $ $ Ea 
cá v-+ 1 ATA g2 v 





tendremos la siguiente proposición: 

II. — Para que la ecuación f (2) = 0 de grado m no admita más 
que raíces reales y distintas, es necesario y suficiente que los determa- 
nantes D,, D,, Da .... D,, | sean todos posttivos. 

Cuando se hace 9 (2) = (x — a). E, f (2) siendo a un número 
real cualquiera que no sea raíz de f (2), se tendrá p. =0 si f(x) no 
tiene más que raíces simples, pues con tales hipótesis las funciones 
F (2) y 0 (2) serán primas entre sí. 

En tal caso = será igual al número de pares de raíces imagina: 
rias %, que no anulan á » (2), aumentado en el número de raíces 


reales que dan á 9 (2). E, f(1) = (x— a). [£, Aur e signo po- 


y dd a 


O E A 


- 


h 
Di 
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sitivo, las cuales son precisamente aquellas raíces superiores al nú- 

mero 4. : 

v será igual al número de pares de raíces imaginarias que no anu: 
lan á 9 (1), aumentado en el número de raíces reales inferiores 

á la cantidad «. 

De aquí resulta que la cantidad r — v será la diferencia entre 
el número de raíces reales superiores á a y la totalidad de raíces rea- 
les inferiores al mismo número a; y esto ocurrirá ya tenga ó no 
f(x) raíces imaginarias. | 

Cuando el número a atraviesa, creciendo, una de las raíces de 
F (1), la diferencia . — » disminuye en dos unidades. 

Sean a y b> a dos límites, no raíces de f (1) = 0, entre los 
cuales deseamos saber cuántas raíces (r) hay comprendidas de la 
ecuación dada. Encontrando la forma C para 


Dd (2) = (2 — a). E, f(x) 


tendremos según se ha demostrado 


N,= E DA 
designando por 
"2 a=el número de raíces reales de f(x) = 0 superiores á a 
q 0 » » f (x) = 0 inferiores á a 


Calculando después la cuadrática C para 
Dd (2)= (0—b). E, $ (2) 


hallaremos del mismo modo 


A LN AS 
N,=" ap ie 
por lo que 
a ti a SR a) 
pero siendo evidentemente 
A AENA 


resultará en definitiva 


N, — N, =2.(1) 


Md y hu E Doy he 
/ a 

; l 

4 
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Queda así resuelto, por otro procedimiento, el problema de en- 
contrar el número de raíces reales de una ecuación, comprendidas 
entre dos límites dados. 

Como el determinante de la forma cuadrática á considerar es 
diferente de cero, el número rx de cuadrados positivos es igual al de 
permanencias que presenta la serie de menores principales de dicho 
determinante. 

La totalidad v de cuadrados negativos de la forma está dada por 


el número de variaciones que tiene esa misma serie de menores. 
[Weber págs. 303 á 306.] 


Esempro I—Dada la ecuación. 


JFo=é-32:+1=0 


se desea averiguar el número exacto de sus raíces reales positivas y 
negativas. Comenzaremos por hallar el límite superior de las raíces 
positivas y el inferior de las negativas; para lo cual se calculará la 


1 
transformada en E Z 


o(A)=2—32+41=0 


y la serie de sus eulerianas respectivas 


E, q (2) =-—32 +3 

E, he (2) =>+6 

Ey pl (2) =>+6 
que se hacen todas positivas con el valor 2 = 0.5, de donde 
di == = 2 es el límite superior buscado. En cuanto al límite 1n- 


ferior de las raíces negativas, se investiga por medio de la serie 


3 


oel—2=-= 2 2 a 
E (—0=-3.2 +3 
E, p(—2)=+6 
Espl[-2)=>+6 


cuyos términos toman valores positivos para 2 =.0. 5, luego 
1 


LAA A 2 esel número que se necesita. 


Con estos datos el problema queda reducido á encontrar el nú- 


E 
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mero de raíces reales de f (2) = O comprendidas entre 0 y +2, así 


como entre O y — 2. 
Haremos primeramente 


dl)=-2.E,f2=(=D.16:+3==6+b.2”6.2 


para obtener el cociente 





SL 
F (2) MA 


según las potencias ascendentes de la variable ¿. La operación se 
realizará del modo siguiente: 


O 0 
+6-—18.2+6.2 E 
A A E a TA 
2 43.29.22 +3.2 
AE E AE 
1 A E 
a RE 
A Y A Op 
A El: 16.2 4-89. 2 


A ay 10 a a ARA NO 











O A A CIN E O AS ES 


MAA a a. a a. o. a ey a ale... 


De aquí deduciremos que 


o c =-3 Lo 7 ; 3 de 4 


por lo cual, la forma cuadrática respectiva será 


2 2 6 
A 


2 
Co = Cp * ty Cy 
+2 03 - to - ty 


ó bien 


O ==6.4 =18.t  —114.t, —6. ly. t, 30. tt, — 18. ty. ta 


El determinante de C, vale 





Y Am 
Pa > >| A Ñ Mn Ñ 4 
A ES PATA RI f Ne 
Fe kl ¡e der Ma 5h Ha Y x 4 DA AS > Er, 
A — 190 A 
yA » 2% d y Ea E 
; EAN Es A e gué e 
= Lig! ME A ad dos 
O Ml A — 15 a E 
- 7 , t) sv 
1 4 7 alo 


A E nl 


a F 







siendo la serie de sus menores principales. 


+1 6. +8. 28 


Ah, 


+ 
Piet 
ñ 


por lo que ue | oy 


de A 
eS y 


qe 


luego | 4 LES 


y 
E 


iS 
A 
N 
| 
< 
O 
| 
¡eu 
SN 


Poniendo ahora 


dl)=2.E,f0=-6.2+43.2 


la división 7 
A 9 ' 
— BI 
avd Lat 


nos da los siguientes coeficientes 
c,=0 c =3 (¿=383 > c¿= 9 


obteniéndose, por tanto, la cuadrática 2 ; E 


CB t +24 846 ty ut, E Ote da EN 


e 
. 


.cuyo discriminante es | ¿SA 


La serie de menores á considerar vale 


OR UN 


de dd 


- 
. 
/ - 
/ 
- ñ 
A pS t 
' . A 
+ vs e) p 
> . » A Y 
e e 
' => | A ER NS 
hal . 
¿ e £ 
poa A a A 
A 
uN 4 á h > 
Y a y 
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así es que 


U 


MS 1 


El número de raíces positivas y reales de la ecuación propuesta 
será, pues, igual á 


Para deducir la totalidad de las raíces negativas tendremos que 
realizar el cociente 








Da _CEFDELO ADE E A 
Fiz) Pz) 23.241 13.242 
según las potencias ascedentes de z, resultando así los coefi- 
cientes 





Cy = 6 c, = 2 Cy = 21 Cc. = DT Cc, = 162 
La forma cuadrática correspondiente será 
O =61 420.4 4162.04 +18 Mao 
A E pa) . 1 y JA. 2 | S-t,t, Í Atrato ty ds de 
con un determinante igual á 
6 9 21 
9 21 91]. => +81 
21 9 162 
cuya serie de menores vale 
rl 6 + 45 Ol 
por lo que 
Tn .= 0.9 =0 
y en definitiva 
A AS A E 


Con estos elementos deduciremos que el número de raíces reales 
negativas de la ecuación dada es 


E ¿ : 5 PA A A o. VIA 
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yo Moa WN) 7792 51 


conforme se deseaba investigar. 


Esemero 1! —Consideremos la ecuación 


FOIS ica) 


á la que vamos á aplicar nuestro método anterior, empezando por 
calcular los límites extremos de sus raíces reales. A tal fin, su trans: 


1 a, 
formada en — = z' nos permite formar el siguiente cuadro: 


+ 1|+ 0.5]+ 0.41+ 0.34 


A A E E E E p A - + 
Eq) =wW-—6 RA E a de — elo A 
Es AAA A A RA od. de IO 
EEE IA TAS ri O de NIE O +| + + + 
E, q (2) = 21 A a E qn ELE + + — +— 
que nos indica que == 2.94 ó bien 3, es el límite superior de 


las raíces positivas. El valor mínimo de las raíces negativas se de- 
duce de la serie de funciones 


+ IAE 
ea =-=4 203.0 +42.2+H1..-. —| + 
Exr(n=-2P*=6. 46.44... ... |] +] + 
a A Se a A A eso 
Es p(-2)=12.2 | DEorncoiacooa doo... 4 ES 
A o a RS E +.]| > 
que toman todas valores positivos para 
== AD luezo 03 = — 2 es el número buscado. 
La primera función o (z) á considerar es 
D)=—3).E,f()=-2.2+29.27 —13.2+12 CS 


que nos servirá para la siguiente división 


” E o UE ALT A ¿Ds e ¡a q e RO 5 
visas AS e 3 q del , 0 . 
¿ " ; 
ES ; h E ) 
en e s 
a Ñ 
. 
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ATICO E 


ad 


Ez 91. SE EN e A: E 
Pa 2=3.2 2.2 2 
| + 


4124912 236% -24 24122 12 P16 2 +31. —23 4 1658 1542 o 
1 go 24 OS Z j | | 
Fi 3.2 +2. 22 

lA AR ES A: 
A A 48 AB, 16 02 

TAE 

EA ARES 1 NS di E UR AE y 

O AS O 

—- 28.248. 269.2 46.2 +498.2 

A A A BB AB 
A 100 2 — 4962-8301 165.2 

O A a o 3002 e 165. 2 


AAA UA aaa 4? da a |. e. Lo .<..0.16 0.,». $ 0. 00. 9.,,.P.+.IEO 


























AAA AAA AO A AO AAA OA AA. .a.o...0..*“..'P.. .I¿€q€[.08$.000.00000S 


a Y + 5=29 
Cc, = 1 das dl lf¿= — 165 
Cas 16 CFS 154 


La forma cuadrática respectiva es 


Ey o 2 2 2 a ES 
C.="C, > to Le Das xd + Ci> la ee Es +2.0, + tt, +2Cc,. to. to + 


edo lb ds 37 2 Ol? Cale bo, ta 


ó bien 

y ES 2 > 2 Cy5 2 e Z 

MES 12.1 416.4 —23:£ 164.1 +21: +32.4.t+ 
ET ty tE TA tt — 46. tt — 330. €, t, 


1 3 


valiendo su determinante 


12 1 16 31 
1 16 31 1:20 

= — 261932 
16 31 — 23 — 165 


37 2d ROO AR 
cuya serle de menores principales es 
dd 
JE . pe E) a 
a 18 OS | El 16 
== 13 


| —— 198; 
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— 12 LAO a MERO Ae MENO 
O A e E 
16 37 — 23 Ue AAA 


De aquí resultarán los valores 


luego entonces 


Haciendo ahora ne 
1 de nr 4 ' des 2 o 3 4 s : 
D()=2. E, f (2) =—d2:+3.2 —6.2--2.2 
habrá que realizar, del modo ya indicado, la división E 
So E 
=1+2-3.2-2.2 E% Asa a 
que nos conducirá á los coeficientes E 
O e, = 14 dE 
a+ ca¿=>=5 pes ES 
Ca = 1 co 00, , 
de la siguiente cuadrática | OA ke 
9 9 A : Mi AN Pe 
C)=t 14:47 45643 84h 2d) dy O a 
10228 6 E MT 0 a 
El discriminante de esta forma es LS 
o 4 1 LD | AS 
e e. 
put = 15 — 14 AER | 
iS, Ta AA 56 


con una serie de menores principales igual á 


eN E AN SA | a : [10 ; 
A SEN m 
0 o Y 11 $ % : hi e PS E 








a ARO 
| 4 1 
1 — H|=+188 ; + 4199 
1 — 5 — 14 
- por lo que se tendrá 
RS Y 12 


luego en definitiva 





MO 


El número de raíces reales positivas de la ecuación vale pues 


sp 


el 


AE 1 
a a 


14 


Para proceder á investigar el número de las raíces negativas 
pondremos 


PO=E+.E,f()=>2:2 10.2 —9.2 F+2,2—8 
de donde la división 


A Ja e 
— ¡PR MR, 





que nos dará los coeficientes 


Ca C4=—8 
c1=6 Cg = — 38 ec, = 115 
A Ca 20 C¿= 196 


de la siguente cuadrática 


2 2 e E zx 
00,=8.t —9.t1 8. +19.t,+12.t,.t,—18.t,.t,— 
—66.t,.t.—66.t,.t,—16.t, .t,+230.t,.t, 


cuyo determinante es 


8 6 O E 
6 O Mas E 
= — 65057 
— $ — 09 a > 115 

| — 3 — 8 115 196 
| La serie de menores á considerar valdrá pues 
h, 
» t 
y > 
$ 


E di 






% 





Ll ld 


: / a o 
434 144) e A 


por todo lo cual la ecuación dada tiene dos raíces imaginarias o con 
Ñ "ei 
jugadas. z | O 
Queda así determinado el número y naturaleza. de todas 


raíces de la ecuación propuesta. $ 3 e ÉS 


r 
od 


CAPÍTULO V 


Separación de las raíces reales de una ecuación . 
numérica. Pal 


$ 30. —Algunas propiedades generales. 


Teorema |. — Cuando para un valor « = a de la variable, la eule- 
rana E, f (<) de una función entera f (2) es negativa y f (a) > 0, dicha 
función será creciente si a es positivo y decreciente en el casó que 
a <0 . (Corral.) 

Según hemos demostrado 





] m N NEAR pu 
ali ¡ES h NM 
A ir mE = —... 


por lo cual 


y om S m-—1 
MIE+D=10-(1+-=) =- 2,100. ( a 


—2 


: LA h 
+ E (1H a Dd 


: El signo del segundo miembro de (1) es el mismo que el de 
Ef). | dea 
44 


para valores de h suficientemente pequeños. Si para el 


Si 
- "0% id e h 


valor particular » = a resultase E, f (a) <0 , f (a) > 0 podrá en- 
tonces suceder: 


1.2 Que a sea positivo. El cociente — E será mayor que 


Cero, luego. 
ran >s.(1+ y 
y como 
+ —>1 f09>0 LA 


resultará en definitiva 


sa+N>F 0 (1+-=7) >) 


lo que prueba es creciente la función dada. 
2.2 Que a sea negativo. Por tal circunstancia tendremos: 


IAS er 
q 
así es que 
Fla +n<s 0. (1+ 0 
pero 
AA a 
a a 


luego finalmente 
Fla +h)<f(a) 


Óó sea que la función es decreciente. 


Teorema |ll.— Cuando para un valor <= a de la variable, la eu- 
lerrana E, f (x) de una función entera es positiva y f (a) negativa, da- 
cha función será decreciente si a es positivo y creciente en el caso que 
a <0. (Corral.) 
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. Cuando se tenga conjuntamente, 
E¡f(a)>0 a>0 F()<O0 
se verificará | 


m 


Fa+HN<sO- (147) 


y como 


obtendremos 


Fla +h.< fia) - ( + je < fia) 


ó sea que la función es decreciente. 
Caso de que 
E, f(a)>0 a <0 tas 0 
probaríamos análogamente la desigualdad inversa 


/ 


faO+N>f (0 (e > (ES 


Teorema ¡l.— Si: entre dos valores del mismo signo a y b de la 
variable. la euleriana de una función entera no se anula, la función 
dada tendrá á lo más una raíz entre dichos lómites a y b. (Corral.) 

S1f (17) se anulara para x = Pb Z5 











$ comprendidas en- 
tre a y b, entonces E, f(1) tendría una raíz en el espacio z, 8; lo 
que es imposible, pues por hipótesis E, f (1) no se reduce á cero 
entre a y b. De aquí el enunciado anterior. 


> a 
2 <b y z 


Teorema 1V..—Sea £ (x) una función entera de la variable x; y 
Lo, f(x), E, f (x) las dos primeras culerianas de f (2). Creciendo « 
entre dos límites 2, y X que no comprenden raíz alguna de la ecua: 
ción E, f(x) — f (1) =0, la función 


A OA 
E, f(a)—JF() E, Fo) — fo) 


o (1) = 0 + 
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crecerá mientras que f (2) y Es f (x%) sean del mismo signo y decrecerá 
cuando f (2) y E, f(x) tengan signos contrarios. (Corral.) 
Incrementando en u la variable x, tendremos 


9 | a 
(x +u). |», Fla) + u. (E, f(x) el ce LE FDA | 
¿yy ——— E A A 


: 2 
e, Flo) HU (Ef (0) + E : (E, fe (e))" AN + 
» : 
37 [río +—u.f (a+ ro: dl (O)... 5] 


ó también bajo la forma 


e E flo) o. (8,0) +u. E, F00=A- ue 


e (x + u)= EEE | ] e 
E) AA (E, 16 (a) —=u.f (a +B.u 








donde A y B representan dos funciones enteras de la variable r. 
De aquí se deduce, después de realizar operaciones 


A+ de [E, ye (a0)]' —u.x. fr (0). [2, Fl — 
¿q co AO EN e 0 E) 
Rs [Of P+B 








pero en virtud de las relaciones conocidas 


aa A ELO) — EF (0)= E,f (0) =m. Ef (0) 
a | o. f” (a) ae E, fla) =m. f(x) 

quedará en definitiva 

y Mina Fa) ESO A 
[E f0)—f0+B 





en donde 
( Y Pee «E, f (0) OP +B00a 


S1 h representa una cantidad positiva de módulo infinitamente 
pequeño, el segundo miembro y el primero de (2) tendrán el signo 
de f (+). E, f (+) para todos los valores de « comprendidos entre 


A 
— hy + h y siempre que E, f (1) —.f (+) no se 'anule. Resultará, 
por tanto, que si E, f (2) y f (1) tienen el mismo signo, entonces 
o (1 +4) > y (2) 
la función + (x%) es creciente; mientras que cuando f (1) y E, Fx) 
tengan distinto signo, se verificará 
CCA) 


que la función es decreciente. 


Teorema V.—Si la ecuación f (1) = 0 tiene sólo dos raáces reales 
comprendidas entre los valores v y > u del mismo signo, y además la 
ecuación E, f(x) =0 no tiene raíz alguna entre dichos lómites, se ve- 
rificará la desigualdad 


PT Pe BESO 
A SO 





(Corral. 


Sean x' y 1 las raíces de f (1) =0 comprendidas entre a y f, 
formándose así la serie de valores de x | | 


a A 


a y) 


- 


Entre x" y x” la función E, f (+) habrá de anularse una vez ó 
un número impar de veces [teorema I del $ 19]. Pero según el teo- 
rema III anterior, como entre 1” y +” la euleriana E), f (1) no se re- 
duce á cero, la función E, f(x) no podrá anularse más de una vez 
en dicho intervalo. Así pues, entre 4” y 1” existe una sola raíz de 
E, f (x) = 0; tendremos, pues, que E, f (+) y E, f (+”) son de 
signos contrarios. 

Consideremos los dos casos: | 

1.0 Que u. y E sean positivos. —Según el lema 1.” del $ 17 entre 
u y x' se tendrá 
f(x) | E, f(x) 


Era 7? EMOS 


. ” 
mientras que entre r. y 8 


Le E, f (e) 
a A 
ELIO E, f (2) 


es decir, que en ambos intervalos 


SF (x) 


IA 
2.2 Que u y f sean megativos. La misma proposición prueba que 
' LT) Ef) 
DOE EF) Do... EF) 4 
a £(2) E, f(x) 
Eritrea Bei, EF O Ea) 


luego también, para los dos intervalos 


£(0) 
E, f (2) 


Decimos ahora que no anulándose E, f (+) entre o. y 2, la función 


Y (7) =E,f (1) — f (1) no tendrá raíz alguna en los dos intervalos 
AENA 


>0 





Entre los números +” y £, la función Y (+) no puede anularse 
si £ > > 0; pues de lo contrario ] 


» (1) 
Y (0) = E, f (v) — f (v) =0 y resultará EMO = 1 entro A 
lo que es imposible, según acabamos de probar. 


Cuando se tenga « <f <0 la función Y (r) no se anulará, por 
idénticas razones, entre y y 4”. 


Siendo £ > % > 0 podemos también demostrar que y (+) no tiene 


raíz alguna entre « y 4”. Supongamos, en efecto, que existiese un 
número ¿ en este intervalo, tal que 


(5) = ES (5) — $6) =0. 
Observando que | 
Y (0) =E, fu) — f (a) = E, $ (0) 
V()=E,f(0)—f(0)=E,F(0) 


resultará probada la existencia de una raíz, por lo menos, de Y (%) 
entre x' y 2” ya que según hemos visto E, f (x') y E, f (u”) son de 
signos contrarios. 


LU 


Vemos así que Y (x) se anula dos veces, por lo menos, entre 
a y 2”, luego su euleriana 


E, Y (2) = E, f (x) — E, f(x) + E, f(x) = E, f (2) 


tendrá una raíz, á lo menos, entre y y 2”: lo que es imposible, pues 
por hipótesis la función LE, f (x) no se anula en el intervalo « , f. 

S5o<p<Ó, probe ribros de un modo APRLORO que w (7) no. 
tiene raíz alguna entre 1” y $. | 

Tenemos, en resumen, que en los intervalos «, 1" y x”, B 
las funciones f (x) y E, f (x) son del mismo signo, así como 
E, f(x) — f (+) no pasa. por cero; ya sean y gambos positivos ó 
negativos. : 

Según el teorema anterior, la función ? (+) será creciente entre 
o y Y" así como entre r” y 2; luego 


o (a) < y (a) 9 (0) <p (8) 
Como por otra parte 
o (a) =xw oa) == a <g" 
resultará 
¿(a) <a <w” < (8) 


conforme al enunciado. 


Teorema Vl.— 5: la ecuación E, f (1) — f (x) tiene uma raíz x, 
entre o. y g, siendo así que f(x) y E, f(x) no se anulan en dicho 1n- 
tervalo y son srempre del masmo signo, entonces para valores de x com- 
prendidos entre «. y g la desigualdad 


a. ES) ELO 





podrá ser cierta, pero deja de subsistir necesarramente cuando se au- 
mente « ó disminuya g en una cantidad conveniente. (Corral.) 
Según la hipótesis hecha, la función 


xo. E, f(x) 
E, fe) — $ (2) 


9) 


crecerá en los intervalos a, 4, y 4,, f. 
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+. Considerando la función 

p (u) — y (7) 
resulta que irá decreciendo de %áR ó creciendo de g á x,; mas 
para x= x, toma un valor infinito, luego será posible encontrar 


un número f' en el intervalo +, , g y tan aproximado á x, que ten: 
gamos 


(3) pu) =p (B9>0. 
De igual manera. podemos observar que la función 
[Y (ac) EA Y (B) 


crece en el espacio «, +, hasta valer. + 0; así es que podrá olegirse 
la cifra a? muy aproximada á +, de modo que 


(4) | q.)—¿(8>0 
Las desigualdades (3) y (4) toman las formas 


a ER E 
Efl)—f(0) “ EFE) 
al. Ef (0) BETO) 

EOI)" EO-10 





de conformidad con lo afirmado. 


8 31.—Separación por medio de las eulerianas de la función dada. 


Conocido el número exacto de las raíces de una ecuación real es 
preciso llegar á separarlas de tal modo que cada una de ellas resul- 
te comprendida entre dos cantidades. Este problema de la separación 
de las raíces reales puede resolverse con auxilio de la s serie de fun- 
ciones ' 


(1) Fo), ES Ora ode E, f(0) 


El procedimiento explicado á continuación es correlativo ó se- 
mejante al método que Fourier dió conocer en su Analyse des equa- 
tons. 


Se buscará un límite superior 1 de las raíces positivas de la 


$ 


ú 
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ecuación y otro inferior /” de las raíces negativas, á fin de 'sústituir 
en (1) los números crecientes 


(2) Y, 0, b, ER l 


comprendidos entre ambos límites y de acuerdo con el teorema 1 
del $ 17 deducir el número de raíces de f (1) = 0 que existen entre 
dos términos de la serie (2). Es preciso observar que uno de los nú- 
meros de esta serie ha de ser precisamente cero cón objeto de poder 
aplicar con provecho el precitado teorema; así es, que al hablar de 
un intervalo cualquiera a, b, se presupone tácitamente que ambos 
números a y b son al mismo tiempo positivos ó negativos. 

Cuando al pasar de x = a hacia x = b la serie (1) no pierde ni 
gana alguna variación, se puede afirmar entonces que la ecuación 
F (x) =0 no tiene raíces reales entre los números a y ». 

Es conveniente recordar que cuando a y b > a son positivos, la 
serie de signos de las funciones (1) gana variaciones dex — a á 
x= b; pero que si ambos números son negativos entonces la serie 
de signos (1) pierde variaciones en dicho paso; suponiendo desde 
luego que en ambos casos la ecuación f (xr) = 0 tiene efectivamen- 





te raíces entre a y b. 

Si de y =aá x= b la serie (1) gana ó pierde [según el signo 
de a y b] una variación, la ecuación f(x) = 0 tendrá una sola raíz 
real entre a y b, la cual quedará entonces separada. 

En el supuesto de que la serie de signos (1) gane ó pierda dos 
variaciones al pasar de x= a hasta x = bh, podrá suceder que 
F (1) =0 tenga dos raíces reales entre a y bh ó que no tenga ningu- 
na; en cuyo último caso [corolario 1 del $ 17] la ecuación dada po- 
seerá dos raíces imaginarias. Podemos indicar el modo de distinguir 
ambos casos entre sí cuando la pérdida ó ganancia de las dos varia- 
ciones tiene lugar en las tres funciones 


(3) F (a) E, f(x) E, f(x) 
primeras de la serie (1). Aplicando el mencionado teorema 1 del $ 17 
á las funciones 

E, f (0) E, f(x) DR. Ef (2%) 


vemos que de r = a á + = b no existe cambio alguno en el número 
de sus variaciones, luego LK, f (+) no tiene raíz alguna entre a y b. 
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Si resultase entonces 
EEE. ==  a-E fla) 
A EJO-$0.< Ef) -1(0) 


podemos asegurar, por el teorema V del número anterior, que 
f(x) =0 no tiene dos raíces reales entre a y b. Pero cuando la 
desigualdad precedente no sea satisfecha por a y b, habrá que elegir 
un número « comprendido entre ellos, calculando seguidamente el 
signo de £ (7), que puede ser distinto ó idéntico al que presentan 
f (a) y F (b). Cuando f (u) sea de signo contrario á f (a) y F (b), en- 
onces la ecua ción Ff (1) = O tendrá una raíz real entre a y u, y la 
otra en el intervalo y, b; ambas raíces quedarán por consiguiente 
separadas. Pero si f (u) es del mismo signo que f£ (a) y f (b), susti- 
tuiremos en la serie (3) los tres números a, », b para observar cuál 
de estos dos intervalos a, u Ó su, bes el que puede comprender las 
dos raices, por ser el que produce en dicha serie la ganancia Ó pér- 
dida de las dos variaciones. A este nuevo intervalo a, . Ó u, b se 
aplicará la desigualdad (4) según hemos explicado, á fin de llegar ú 
conocer, después de algunos tanteos, la naturaleza (real ó imaginaria) 
de las dos raíces, así como obtener su separación si son reales. Su- 
ponemos, desde luego, que la ecuación sobre la cual se opera no 
tiene raíces iguales, pues cuando tal caso se presente, por medio de 
los teoremas y procedimientos del $ 13, podremos conseguir llegar á 
una ó varias transformadas que cumplan con tal condición. 

Llamemos + Y, el número de variaciones ganadas ó perdidas 
por la serie | 


E, f(x) ACI Em =1 42) Em FL) 








cuando se pase de xr =aáx=b. Sia y b son positivos, se gana- 
rán variaciones y el número v,,, llamando índice de E, f (2), esta- 
rá afectado del signo +; cuando por el contrario a y b sean negatl- 
vos entonces el signo correspondiente á Y, será el —, pues las varia- 
ciones serán perdidas. | | 

_ El índice de f (+) se designa por —+ V,, mientras que el de 
Em f (1) será cero, por cuanto dicha función es una cantidad cons- 
tante de signo invariable. 

Podremos así formar la serie de índices 


vede IS 


A 


(5) A EE E OS MO TR E 0 


correspondiente á un intervalo cualquiera a, h y en la cual dos térmi- 
nos consecutivos son iguales entre sí ó no difieren más que en una 


unidad; es decir, que entre + V, y Va. 1 Sólo pueden ocurrir una 


de estas tres relaciones 


(AER On ad rap real AV 
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a! 


Ya dijimos que cuando + V, =0 la ecuación dada f (xr) =0 
no tiene raíz alguna entre a y b. 

Consideremos ahora el caso de que + v, valga + 1; la ecuación 
F(x) =0 tendrá una raíz real +” entre a y b. En tal supuesto po- 
demos reducir el intervalo a, b hasta conseguir que + V, = 0; pues 
siendo la ecuación dada de raíces simples, su euleriana E, f (7) no 
podrá anularse con ella para el mismo valor de x, así es que de 
tener también una raíz entre a y hb será ésta diferente á la x' de 
f(x) =0, razón por la cual encontraremos otros dos números a, b' 
que comprendan á x” pero no á la raíz de E, f (+) = 0, lo que im- 
plica entonces la igualdad == Y, = 0. 

Estudiemos el caso general de ser 74 Yo > E 2 y supongamos 
que recorriendo la serie (5) de izquierda á derecha el primer índice 
que encontremos igual á la unidad sea == v, . ls evidente que si por 
un procedimiento especial de reducción del intervalo a, h consegui- 
mos que el índice + v, = “+ 1 retroceda hacia la izquierda en la 
serie (5) hasta adquirir el primer lugar, entonces + Y, = + 1 y la 
raíz considerada resulta así comprendida ella sola en un espacio 
a', b'; habremos obtenido, por tanto, la resolución del problema de 
separación de las raices de f (1) =0. 

Si el primer índice de la serie (5) ¿gual á == l es == V,, entonces 
necesariamente + Y,-1 = E 2. En virtud de las igualdades (6) sólo 
cabe que se tenga 


A A EL, a A eat 


[59 


, 


Según la hipótesis hecha no es posible que + Y, _, sea igual á 
+ 1, pues ya lo es + v, . Caso de que se tuviese 


TV, 1=0 


como los números de la serie (5) son decrecientes de un modo con- 


7 409 => 


tinuo, tendríamos entonces que antes de + Y, existiría en (5) un 
término igual + 1; lo que es contra el supuesto. Así, pues, necesa. 
riamente : rl | 


E 


Siendo + Y, = + 1 podremos hacer que + V,,,=0 eligien- 
do entre a y b otros dos números a' y b' que no comprendan raíz 
algúna de la ecuación E, , 1 f (1) =0. Tendremos entonces la serie - 
de tres intervalos 


a a”. v b 


á considerar. El primero a, a y el tercero b”, b no contienen ningu- 
na raíz de E, f (1) =0, de modo que para cada uno de ellos el ín- 
dice + y, vale 0; esto nos prueba que el primer índice. + 1 ha re- 
trocedido en (5) hacia la izquierda. El segundo intervalo a”, b' posee 
una raíz de E, f (1) = 0; pero al sustituir en (1) sus límites a” y P' 
puede darnos una nueva serie (5) en la cual + v, no sea ya el pri- 
mer índice igual á + 1, en cuyo caso habremos conseguido el re- 
troceso de + 1 hacia la izquierda de dicha serie (5). Cuando, por el 
contrario, en la serie (5) correspondiente al intervalo a”, b' persista 
+ y, en ser el primer índice igual + 1, entonces se verificarán si- 
multáneamente las ¡gualdades 


Ape pe : ¡E 
o E Va = se — Vai 0 


que definen un caso particular que vamos á tratar con deteni- 
miento. 

Por ser E Ya-2= + 2, la ecuación E, -, (11 ==" tendran 
tre a' y b' dos raíces reales ó ninguna; pudiéndose averiguar cuál de 
los dos extremos es el verdadero por medio de la desigualdad (4) y 
del procedimiento antes explicado. Este método servirá para sepa: 
rar las dos raíces de E, _, f(1) = 0 cuando sean reales y desigua- 
les, pues da el modo de encontrar un número g entre a” y b' tal que 
una de las raíces estará comprendida en el intervalo a', 4 y la otra 
se encontrará entre g y b'. A cada uno de estos dos intervalos 
a, 2 y 8, D' corresponderá una serie (5) en la que -2 v, —, será Igual 
á + 1, es decir, que en ellas el índice 1, ha retrocedido hacia la 1z- 
quierda de + y, , conforme se deseaba. Cuando entre a' y b' la ecua- 
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ción E, f(x2)=0 no tenga raíz real alguna, podremos entonces 
afirmar que cada una de las ecuaciones 


E, 9 f(%)=0 E,¿f(0)=0.....E, f (2) =,0 
AJA RD F(a)=0 (7) 


tiene dos raíces 2maginarias. Considerando efectivamente la serie de 
funciones 


En 9 FL) E, 4 (0) EE, PL) Pr (0) BE JA 2) 


veremos que en el intervalo a”, b' sólo puede ganar ó perder tres ó 
dos variaciones, es decir, que 


a a ro bien Ey ESO 





n—2 


ONE Ny + 222. Si fuesezt V,...= 74 3la ecuación E, 2 f (12) =0 
tendrá una raíz real entre a' y 0' y dos raíces imaginarias [corolario 1 
del $ 17]; pues es imposible que tuviese tres raíces reales entre di- 
chos números, ya que en tal supuesto la ecuación E, _, f (17) = 
tendría dos raíces reales en el intervalo a', b1', en contra de la hi- 
pótesis hecha. De ser +vV,_2= 352 deduciremos también que 
E,-2 f (2) =0 tiene dos raíces ¿imaginarias y ninguna real entre 
a” y LV. Resulta de esta propiedad, extensiva á cada una de las ecua- 
ciones restantes de la serie (7), que en los índices 





(8) Y Y cd NA Mid 


existe una parte igual á + 2 que puede suprimjrse, ya que la utili- 
dad de cada índice no es otra que expresar un límite superior del 
número de raíces reales que la ecuación respectiva tiene en el 
intervalo dado, siendo así que este sumando común + 2 represen- 
ta las dos raíces imaginarias que cada una de las ecuaciones (7) po- 
see. Después de esta supresión se tendrá 


A Ed 


es decir, que el índice + 1 se hu desplazado hacia la izquierda de la 
serie (5), lo mismo que en todos los casos anteriores. 

Si la ecuación f(x) = 0 tiene raíces jguales y resultase que las 
dos raices de E, _, f (1) =0 comprendidas entre «' y D' fuesen igua- 
les, entonces será posible á cada uno de los términos de la serie (8) 


14 


o pd 


restarle + 2, pues dicha raíz doble es de grado n+1en f(x)=0. 

Como ejemplos que ilustren el presente método, presentaremos 
los dos casos tratados en la obra ya citada de Serret al dar aplica- 
ciones del procedimiento de separación debido á Fourier. 


EsemrLo 1.—Sea la ecuación 
A A E a, TE o + di 0 
cuyas diversas eulerianas valen 


E f0)=0%-2%-3.0 44.05.2486 


Ea f(0)=-2. -6 +12. —20.2+80 
Es f(09=-—6.0+29.x% —60.% + 120 

E, f(a)=21.x%”— 120. x +360 

E, f()=-— 120. +720 

EF) =720 


Aplicando el teorema I del $ 16 se comprueba que + l es un 
límite inferior de las raíces positivas de la ecuación. Pero la regla 
de Newton que utiliza la serie de derivadas f (12), F' (2), f” (x), 
Po), PS lo), FP (x), FP (x) prueba que -- 1 es también límite 
superior de las raíces positivas de f(x) = 0. Luego la ecuación 
propuesta no tiene raíces reales positivas. 

El teorema III del 8 16 confirma que — 1 es un límite superior 
de las raíces negativas, mientras que la anterior regla de Newton 
indica que — 1 es límite inferior de las mismas raíces. 

Luego la ecuación dada tampoco tiene ralces reales negativas, 


es decir, que todas sus raíces son imaginarias. 
Por otra parte, si admitiésemos los límites + 1 y — 1 dados por 


la regla de Newton, sustituyendo los números 
a 0, E 


en la serie de eulerianas, veríamos que en ninguno de estos dos in- 
tervalos existe cambio de variaciones, lo que demuestra también que 
todas las raíces de la ecuación son imaginarias. 


Esemero Il! —Consideremos la ecuación 


a—12.0 +60. +123.0 + 4567. x — 89012 =0 


, 
e 


Ad 


estudiada por Fourier. Tendremos entonces 


fo)=x% —12.0 +60. +123.2%” + 4567 .x — 89012 
E, f(0)=-— 12.0 +1920x* + 499 a? + 22835 . 2 — 534072 
E, f(a)=+120.%* + 1476 2? + 91340. a — 2670360 
Es f (a) = 2952 a” + 274020 . a — 10681440 


E, f (a) = 548040 . x — 32044320 + 2952 . a? 
E, f (a) = + 548040 x — 64088640 


E, f (2) = — 64088640 


Los teoremas 1 y III del $ 16 comprueban que + 1 y — 1 son 
respectivamente el límite inferior de las raíces positivas y el supe- 
rior de las negativas. Así la ecuación dada no tiene raíz real en el 


intervalo — 1, + 1. Sustituyendo en la serie de eulerianas los va- 
lores 


OS e ES E LO 


encontraremos el siguiente cuadro de signos 





x (FEE Fey E, F)| E, Fl) E, Fo) E, F(2)| E, f (2) 
LO. 4 e E a e e — 
A | E a == de => a == 
Hall == |-=1= 1-15 
O Edo — ES pe Es E de 
que demuestra la existencia de una raíz real entre — 1 y — 10, y 
otra positiva entre + 1 y + 10. 
Como la regla de Newton manifiesta que + 10 y — 10 son los 


límites superior é inferior de las raíces reales de la ecuación, queda 
probado que existen cuatro raíces imaginarias. 


OBSERVACIÓN IMPORTANTE.—Cuando los teoremas 1I y IV del 
8 16 no permitan encontrar un límite superior de las raíces positi- 
vas y otro inferior de las negativas, no es preciso, sin embargo, acu- 
dir á la regla de Newton que utiliza las derivadas de la función dada. 
La investigación puede realizarse empleando únicamente las funcio- 


: 1 
nes eulerianas, pues basta para ello cambiar x en — y encontrar 


con auxilio de los teoremas 1 y III del $ 16 un límite inferior de 
las raíces positivas y el superior de las raíces negativas de la ecua- 
ción transformada, descartando evidentemente en ambos casos la 
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solución cero. Si en los dos ejemplos precedentes citamos la regla de 
Newton, fué por ser la utilizada en la obra de Serret al tratar las 
dos ecuaciones anteriores, y porque así de este modo se abreviaba 
la exposición de nuestro procedimiento. 


: 1 E 
Cambiando zx en a la primera de las ecuaciones anteriores se 
transforma en 


oa=e— ara ear +1=0 


luego 
Eor(o)=-—2+2-30—4. 9 o ee 
Eso(m=2% 6 —192.+2.% +80 
Eso) =—6—9%X0+60.2+190 
Ev (a =—24.x0 +129.x% + 360 


E, 6 (2) =120.x% +720 
E, 9 (0) = 720 


siendo fácil comprobar que + 1 es un límite inferior de las raíces 


= + 1 serán también límite 





1 
rio 
superior de las raíces positivas de f(x) = 0. Como para x =+ ] 
las funciones 


positivas de + (2) = 0, luego 


Y ÉS 2) ERA 2) E, Pl x) Es 9 (= 2) 


E, 33 e 2) E; 34 ER) Es se tn 2) 


son todas positivas, el número — 1 será un límite superior de las 


— — 1 será á su 





raíces negativas de + (1) = 0, por lo cual — 
vez límite inferior de las raíces negativas de f(x) = 0. 
Idéntico cambio de x por pan produce en la segunda ecuación las 
siguientes funciones 
Y (a) = — 89012. + 4567. +198.0 +60. —12.2+1 
EV (2) =4067.0 +96. +90. —60.2+6 


E, Y (0) =9246.x% +720.%—240.0x-+80 . 
Es Y (1) = 1440 .% — 720.2 +1920 

E,VY (1) = — 1440.% + 360 + 1440. x 

E, Y (%) =— 1440 .x% + 720 


E, Y (%) = 720 


En la 
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Como todas ellas son positivas para « = 0. 1, deduciremos que 


este número es un límite inferior de las raíces positivas de Y (1%) == 0, 
: ] 


luego ma + 10 Eerá límite superior de las raíces positivas de 


A 0* 
Para  =+0. l esta misma serie de funciones, previamente 
transformadas en — x, toma valores positivos, lo que demuestra es 


— 0 . 1 límite superior de las raíces negativas de w (1) = 0, luego 
1 
le 
Vemos así que con nuestra serie de eulerianas ge llega al mismo 
resultado que se deduce aplicando la regla de Newton. 


— 10 es el límite inferior de las raíces negativas de f (%)=0. 


Esemero 1II.-—Sea la ecuación 
fao=xX%+0—40 —4e+1=0 
á cuya transformada en “== 
p (a) =w* — 1to—1+oe+r1=0 


le aplicaremos nuestros teoremas 1 y TIT del $ 16 formando la serie 


Ejp(a)=— 4-80 +3.0+4 

Esp(a)=—81+6x+12 

Eo (0)=6+2 

E, q (x) = 24 
que se hace positiva toda para  =0.5 y x=—0.05; luego 

1 Ple : ; $ > 

At 2 es límite superior de las raíces positivas de f (1) = 0, 
mientras que — 2 —— 2 es el límite inferior de las raíces ne- 


UND 
gativas de dicha misma ecuación. 
Formaremos, pues, la serie 


fo=+0—40—420+1 
E, f09=w—8x%-12.2+4 


Ea f(0)=-—8.0—4M.r+12 
E, f(0)=—M.e+24 
E, f (2) = 24 


en donde sustituiremos los números 
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ZO LS 0, DoS +2, 


obteniéndose el cuadro de signos 





Tr |f)|E, f(0)| E, $ (2) Eg PI] ESTAS 
a SE AT 
AENA Ss E =- mi 
0 an E nd SE > 
a + 7 0 ar 
e FS = E AS 





que demuestra la existencia de una raíz real entre + 1, + 2 y de 
otra entre Ú y + 1. Como al pasar de — 24 — 1 se pierden dos 
variaciones, habrá que averiguar si en este intervalo existen ó no 
raíces reales de la ecuación; la serie correspondiente de índices vale 


o —l, ie 0, 0 
teniéndose 
OA ESA 
EA E, f=2=-—12 
lo que hace 
—2.E, F(— 2) [ale 24. O E OS 
EJED.IENT AO 


cuyo resultado, contrario á la desigualdad (4), demuestra que el in- 
tervalo — 1, — 2 es demasiado grande para poder reconocer la natu- 
raleza de las raíces de la ecuación. Para disminuir dicho intervalo 
elegiremos el número — 1 . 5 comprendido entre — 1 y — 2; como 


FTE 1.5)es de signo — 


resultará que hay una raíz negativa entre — 1 y — 1.5, así como 
otra entre — 1.5 y — 2. Las raíces de la ecuación quedan así com- 
pletamente separadas. 





Esempro IV.—Reconsiderando la ecuación 
erat 16 +120-9r-5=0 


ya tratada en el 8 17, recordaremos que tiene tres raíces reales com- 
prendidas en cada uno de los intervalos 
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—3y- 2; —1y0; +7y>+8. 
Según ya vimos, al pasar la variable x del valor 1 al 7 la serie 
de funciones 


F(0), Ef), E f(D), E¿f(%), E, f(c),  E¿f() 


1 — E 


1 — -— 2 ha ES el 


gana dos variaciones, razón por la cual es preciso investigar si exis 
ten dos raíces reales entre 1 y 7, Ó es que la ecuación dada posee 


dos raíces imaginarias. 
La serie correspondiente de los índices es 


2, 2, 2, 1 0, 0 


debiendo aplicarse la relación (4) á las funciones E, f (1) y Ez f (x). 
Así tendremos 





E, F(1)=— 168 E, f (1) = — 8301 
E, F()=-— 444 E, F(0=+1716 
por lo que 
1LESFD-———— — 444 87 
EFD EfD  —276 23 
1.E, FCI) ANDO PAI 001 
ANTAS. E IOG90 +: 11835 


siendo fácil comprobar que 


eE N EST 
EAN EAN E 


cuyo resultado, de conformidad con la desigualdad (4), nos dermues- 
tra que E, f (x) no tiene raices reales entre 1 y 7; es decir, que 
f(x) =0 tiene dos raices imaginarias. 


8 32.—Otro método para la separación de las raíces. 


El problema de la separación de las raíces reales de una ecua- 
ción numérica puede resolverse de un modo fácil y completo utili- 
zando el teorema I del $ 21. Supongamos que por el procedimiento 
allí explicado se haya deducido la serie de funciones 


— 216 — 
(1) fo) E, f (0) ve E Xx 
Dando á x los valores crecientes 
(2) "Y a o l 
en donde figura O y 


ll = límite inferior de las raíces negativas de f(2) = 0, 
l = límite superior de las raíces positivas de f(2) = 0, 


dicho teorema nos dará á conocer el número exacto de raíces reales 
de f (1) =0 que existen entre dos términos consecutivos de la 
serie (2). Cuando en uno de estos intervalos no exista más que una 
raíz, es evidente que habremos realizado la separación de ella. Pero 
si hubiese entre tales términos más de una raíz de f(x) = 0, se 
sustituirán números intermediarios hasta conseguir necesariamente 
dicha separació >; que será obtenida cuando cada raíz tiene dos nú- 
meros (superior é inferior) entre los cuales se encuentra comprendi- 
da, sin que en este intervalo exista más ninguna otra raíz de la ecua- 
ción dada. 

Caso de conocer previamente que todas las raíces de f (x) = 0 
son reales, la serie (1) puede sustituirse por la 


(3) $) LE, F(2) Ey F(L)..... Em 1 FX) Em Fx) 


pues, según el corolario II del 8 17, la diferencia entre el número 
de variaciones que la serie (3) presenta para =ayx=b (ayb 
del mismo signo. es exactamente el número de raíces reales de la 
ecuación comprendidas entre ambos límites. La serie (3) es muchí- 
simo más fácil de formar que la serie (1), así es que el cambio men- 
cionado resulta ventajoso. 

El procedimiento descrito no solamente separa las raíces reales 


de f(x) = 0, sino que también permite calcular cada raíz con un 
grado de aproximación cualquiera. 


EsemerLo [.—Consideremos la ecuación clásica 
3 
Fir)=xx —=1r* += =0 
con la cual y su euleriana 


Et) = 4 o 7 do 
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realizaremos las operaciones indicadas, encontrando la serie de tres 
funciones | 


/ 


FoO=é 7 YN 
(4) E, f(2) =2%+3 
| X=>+w+*1 


Para calcular el límite superior de las raíces positivas de la 
ecuación tendremos 


fíia)=—71+7 


E, f(x) =-— 14x +21 
E, F(2) =— 14.x + 42 
E, f(2) = 42 


y como x =0.5 hace positivas á 


ca=12 10 +1, E, p(a)=-10+3, E,p(a)=6, E, y (%) =6 


entonces a = 2 será el límite buscado [teorema I del 8 16]. De 


lgnal modo 


(AR 1.0 ta +1 
Ep(—9=-710+38 
E, y (—%)=6 
E, 9 (— xx) =6 


y observando que + 0.25 hace positivas á estas tres funciones, de- 


duciremos [teorema III del $ 16] que — n= = — 4 es un límite 


inferior de las raíces negativas de la ecuación. 
Sustituyendo en la serie (4) los números 


os ) a, > 0 y 1 , 2 
tendremos 
2 F (0) E, $ (0) 2 
—4 o | > e 
—3 + + + 
0 E + + 
+ 1 + + + 
+2 En = + 
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es decir, que las tres raíces son reales: una negativa compren- 
dida entre — 4 y — 3; dos positivas entre + 1 y +2. La separa- 


ción de estas dos últimas se consigue haciendo r = 1.5, en cuyo 
caso 


f(1.5)<0 AO SO ,=1 


luego una de las raíces estará en el intervalo + 1, +1. 5, mien- 
tras que la otra será comprendida entre 41.5y+2. 


EsemrLo 11.—Sea la ecuación 
e —2-5=0 

por lo cual 
[fa — 205 


(5) O E 
X,= + 12 


. 
Calculando las trasformadas en E tendremos 


E, DIS 9 at 3 
E, q (2) == 
E, Y (2) = 6 
y como x =0. 4 hace positivas á estas cuatro funciones, resultará 
1 Pa ¿ z E 
que 7 2.5es un límite superior de las raíces positivas de la 
ecuación. 


De igual modo las funciones 


p(—1=1-2 +50 


E o(—0=-20+3 
1 Mia Nr tando 
Esp (— 2)= 6 
se hacen positivas para x= +0. 4, luego — A 


0 
un límite inferior de las raíces negativas de f (1) = 0. 
Tendremos, por tanto, el siguiente cuadro de signos 
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Y Sf (a) E, f (2) X; 
o == 0 + 
Y o Pia > 

0 — — + 

1 — — ES 

9 - — + 

2.5 Te — + 


que demuestra la existencia de una raíz positiva entre 4 2 y + 2.5, 
así como la de dos raíces imaginarias. La ecuación dada no tiene 
raíces reales negativas. 
Esemero 111.—Consideremos la ecuación 
a—20+3%-1=0 
pudiéndose entonces deducir 


fo)=x0%-—2.0+3,0—-1 


E, f(0)=-—4o+9x2%-4 
X, =— 345 .x% +19 
X, = + 473779 


4 
Hallando la transformada en ES encontraremos 


p(a)=-*+8. 0-29 +1 
E,q(2)=30—40 +4 
Esp(x)=—4.0 +12 
E, y (1) = + 24 
E, y (x)= 24 


y como x = + 1 hace positivas á todas estas funciones, se deduci- 
: 1 E d > e 
rá que =-+les el límite superior de las raíces positivas de la 


ecuación supuesta. Al propio tiempo las funciones 


o(—A=-—ue-—30—2% + 1 
Ep o=-—308%—4.% +4 
Ea y (— m=-—4a +12 


E, y (— 1) =24 
E, 9 (— 2) = 24 


= — 3 es un lí- 





son positivas para  = + 0. 33; luego — 57 


mite inferior de las raíces negativas de f (1) = 0. 
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Haremos, por tanto, las siguientes sustituciones 


4% F(%) E, f (x) X, 5 
—3 ES - — + 
Med Ad eS cad q 

0 ce E e SE 
1 an: SE PS ma 


que nos indican la existencia de dos raíces reales; una positiva 
comprendida entre 0 y + 1; otra negativa situada en el intervalo 
— 2, — 3. La ecuación dada tiene, pues, dos raíces imaginarias. 

Á este resultado puede también llegarse por medio de la serie 
de eulerianas 


fía)=x—22+3%e 1 


4 E, f(a0)=-4.2*+9.2-4 
Ey fto) == 40 718,2 — 19 
E, f(1)=+18.%—2 
E, f(1)=- 24 


en la cual se realizarán las siguientes sustituciones 
OR A 0, 18 aa 


que producen el cuadro de signos 


| e |f(0) AAA 


e 
La 


Observando el cambio de variaciones, se confirma la existencia 
de una raíz negativa entre — 2 y — 3, así como de otra real posi- 
tiva en el intervalo 0, + 1. 

Al pasar de  =1 4:x = 2, la serie de eulerianas aumenta dos 
variaciones, lo cual es indicio de que la ecuación dada tiene dos 
raíces Ó no tiene ninguna en dicho intervalo. 

Para conocer la verdad veremos que la serie de índices vale 


3, 2, tE 0, 
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y como 
EJY(M=1 E,f0)=-2 
Ek 2 E, f(2)=8 
de donde 
EU . 2.E, $2) 


luego puede asegurarse que la ecuación 
E, f(93=0 
no tiene ninguna raíz real entre + 1 y + 2. De aquí resulta, según 


ya hemos demostrado, que f (x) = 0 tiene dos raíces imaginarias. 


EsempLo IV.—Sea la ecuación 


e —2%-2=0 


con la cual calcularemos 


O 
E, f(2)=—4xe— 66 bien — 2x2 —8 
X,=>+19 


Es fácil comprobar, según las reglas establecidas y aplicadas 
anteriormente, que + 2 es el límite superior de las raíces positivas 


de la ecuación dada. Así es que tendremos el siguiente cuadro de 
signos: 





e FL) IES e 
— % > > + 
0 — — + 
il + + An 
+— ía 8 — 


que demuestra la existencia de una sola raíz real comprendida en- 
tre + 1 y +2. Como f (1) =0 no tiene raíces negativas, poseerá 
necesariamente dos raíces imaginarias. 

Hallando la serie de eulerianas 
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== 2.m=2 


E, Ff(1)= -— 4x—12 
tendremos 
x f(x) E, f (2) E, f(x) E, f(x) 

+ 0 a an — 3 
Ea Y Ea + _— EA 
PLE 1 E a He == 

0 rs, a E E 
+1 — - — — 
+2 + => - — 


Entre — vw y — 2 no existe raíz real alguna, así como tampo- 
co en el intervalo doble — 1, + 1: se comprueba al mismo tiempo 
que la ecuación estudiada tiene una raíz positiva entre +-1 y + 2. 

Como al pasar de — 2 á — 1 hay una disminución de dos varia- 
ciones, escribiremos los índices 


—2, —1, 0 E 

por lo cual, como 
LORO INAP NA 
ELf2=2 ENE 

se verificará que 
A RA: =1.B f(—D 





PO A Ie A O a E E 


luego f (x) = O no tiene raíz real alguna entre — 2 y -— 1, pose- 
yendo en cambio dos raíces imaginarias. 


CAPÍTULO VI 


Cálculo de las raices reales. 


S 33. —Proposición preliminar. 


Teorema |.— Cuando una ecuación f (2) = 0 tiene una raíz com- 
prendida entre dos números de 2gual signo u y B > a lo suficientemente 


próximos para que las eulerranas E, f(x) y E, f (7%) no se anulen en 
dicho intervalo, la función 


p(x)=E, f(x) — f(x) 


no tendrá raíz alguna entre u y B > a. (Corral.) 


Sea x, la raíz de f(x) = 0 comprendida entre a. > 0 y £ > 0 for- 
mándose así la serie 


0. e 8 


Probemos ante todo que + (12), para valores de x comprendidos 
entre > 0 y 2, > 0, tiene el mismo signo que £ (7), mientras que 
en el intervalo x,, g las funciones ? (7) y F (+) son de signes con- 
trarios. Tenemos efectivamente 


ple) =E, flo)— flo) =(m —D.f(x)—x..f' (2) 


y como según prepiedad conocida f” (+) tiene signo contrario á f (+) 
en el espacio «, x,, resultará que — x . f” (1) será del mismo senti- 


A 


do que f (+), luego ? (1) y f (r) poseen el mismo signo entre 
a. y Xy. La diferencia 


E, fla) — f(x) 


entre 1, y g es de signo contrario á f (+), por cuanto según sabe- 
mos la función E, f (+) es de diferente signo que f (+) en dicho in- 


tervalo. 
De suponer que u y g fuesen negativos, se desmostraría de un 


modo semejante que ? (1) y F (+) son entonces de signos contrarios 
entre a y xo, y del mismo sentido entre x, y £. 
Resultará, por tanto, que siendo « y g£ de igual signo, tendremos 


9(a).f(4) 20 

ACACIA 
luego 

=p (0). p(B).f(2).f(B)>0 

y comio por hipótesis 

PAJA OS AD 
deduciremos por tanto que 

pla). p(B)>0 


Siendo ¿ (u) y ¿ (8) del mismo signo, la función + (x) no tendrá 
raíz alguna entre u y g Ó tendrá un número par de ellas, dos por lo 
menos. Veamos cómo esto último es imposible. 

Sabemos que la función E, f (+) es de grado (m — 1), luego en- 
tonces, según la regla dada para calcular la euleriana de una suma 
de varias funciones 
E, y (0) = E, [E, f(x) —f(o)] = E, f(2) — E, f(a) + E, f(0)= E, f (2) 
ya que f (1) es de grado m. 

Anulándose dos veces la función + (2) entre los números y E 
del mismo signo, su euleriana E, 9 (1) = E, f (x) tendrá una raíz 
entre ellos [teorema 1 del $ 19); resultado imposible, pues se supone 
que EE, f (1) no se anula entre z y g. 


S 34.—Método de aproximación basado en las funciones eulerianas. 


Obtenida la separación de las raíces reales de la ecuación numé- 
rica dada, queda por realizar el cálculo de las mismas, reduciendo 


progresivamente los dos límites entre los cuales tada 'una de cllas 
se encuentra encerrada. 


El valor exacto de la raíz buscada está comprendido entre los 
dos números a y b del mismo signo; ambos positivos ó negativos. 


Para mayor claridad en la exposición, se consideran los dos 
Casos: ] 


1.2 Que a y b sean positivos. 
El valor exacto de la raíz será 


ry=a+h=b-0VM 
en donde 
A AS M>0 TAE 


Siendo f (1) = 0 de grado m tendremos 
m E my 


m— 2 de 


Q 


0. 4>6 


m —2 17 





A ( A ) E, f(a) - ( + Es 
d ( > NE 
ya 


Y , hoyo e 
ÉL 





ph xm—3 h? 

EJ FO (1 q Rd 

; E q AS AR 
E NAS RT AS de ECTS + E LAA 
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RAS h 
A ico SAO 10 la) 2,50 (1-7) is 
pp! Nm AR 
ES TRI 270.15) 
E, “p. 1 m—3 HE 
e ar 
Ps Pt CR AE AS E 
E, 70). ( =S =f) 
Restando respectivamente de ambas igualdades 
Fla h ; FI) UN 
EF a , E, F 0): "0D 


y multiplicando después los dos miembros ds cada una de ellas por 


a.E, $(a) : b. E, £(0) 
E, f (a) — f (a) E, F(0) — F(0) 


quedará en definitiva 











a. Ef (a). 
A OE 
| (+ E 234 . [E, F(4)— f (a)] 
E) > a 
A) dla >? 
, 1 => E RAE TT ANI A A A A 
A TO) (5 -- Ji (E, 20)—£0) 
Llamaremos para más facilidad 
ias a.f(a) A 1 
UE) E, FOQ=f) E, FOF0 
2 
Ea = = 
a 0:33 Y SS 
EE nd [Es (0-1()] 
y 
$ ALO) 1 e ca 


( qa | ¿[E, £(9—1(a]] 





y? 
b. ELFO). > 
A 2.b $ 
h! ] 
(1-5) 50-10) 
O 
O E 


(5) [nro -+0] 


Hacemos la hipótesis de que a y b son tan próximos uno al otro que 
no comprenden raíz alguna de E, f(x) =0 ni de E, f(x) =0. 
Desarrollando las fracciones 





E POCA > 
9) A E SR AO A 
Sn (++) Mis) 
17) a a 
1 1 1 


des h' y? AN 
(0) E) o) 


según las potencias ascendentes de h y h', es fácil ver que los sig- 


nos de g y de g” son respectivamente los que tienen sus primeros 
términos 


a. E, f(a) BE FO) 

E, f(a) —f (a) y E f0F0) 6) 
por ser h y h' cantidades pequeñas. 

Según la hipótesis anterior, las cantidades E, f (a) y E, f (b) son 
de un mismo signo, así como también E, f (a) y E, F(b). 

- Como a es un valor aproximado por defecto á la raíz y b lo es 
por exceso, las cantidades h y h' así como + y “ tendrán por natu- 
raleza que ser positivas; esto exige que E, f (a) — f (a) sea del 
mismo signo que f (a), mientras que E, f (b) — f (b) tendrá sig- 
no contrario á £ (b). Propiedad que fué ya demostrada, por otro 
procedimiento, en el número anterior y que conduce á probar que 


g y g' son siempre de signos contrarios, por cuanto las cantidades (2) 
y (3) también lo son, desde el momento que 


(2) 


E, f(a) — f (a) y E, f(0) — f(b) del mismo signo 
E, f (a) y E, F(0) del mismo signo. 


El método de aproximación que nos ocupa consiste en tomar 


Po A AS ¿0 


=— 298 -- 


para valores de h y /' los números Y y % calculados por las fórmu- 
las (1%) y (1”); es decir, que haremos 


Za cas EE 
(4) de E NA TN) FE_fla)—f(a) 
ó bien 
Df) b. E, f(0) 
AAA A . 
(5) "2 E 70-70 "E FO=f0 


Veamos ahora cual de las dos igualdades (4) ó (5) es más conve- 
niente usar, indicando pags qn dé el valor más aproximado al 


exacto Zo. 
A) Supongamos que f (a) y E, f (a) son de un mismo signo. 
Tendremos entonces 


a > 0 B>0 a eo 


siendo los valores aproximados 

a— 0. y b— 0! 
y el valor exacto de la raíz 

a+ a +H+B=b 0 P' 
por lo que evidentemente 


(6) e al: E EAN 
A A A (15:08 <A 

De aquí resulta que el valor (4), Ó sea a —u, está más aproxi- 
mado, pour defecto, á la raíz que el número a; no ocurriendo lo 
mismo con el valor (5), ó sea b — o”, que está aproximado por de- 
fecto, razón por la cual no es posible afirmar que se encuentre más 
próximo á la raíz que el número b, aproximado por exceso. 

En este caso se hará uso de la igualdad (4) que da. otro valor 
más cerca á la raíz pero inferior á ella. 

B) Que f (a) y E, f (a) son de signos contrarios. 
Con tal supuesto, se verificará 


0 > 0 B<o > O gasto 
siendo entonces evidente que 


DS 2071438 
Ib>b a | 


E da o is to E 
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por lo cual no es posible afirmar que el valor (4), ó sea a +u, está 
más aproximado que a hacia la raíz exacta a +0 + f; pero en 
cambio puede asegurarse que (5), ó sea hb — u/, se encuentra, por 
exceso, más cerca de b — u! — P”, que el número b. 

Se utilizará en este caso el valor (5), para el cual £ (0) y E, f (b) 
son del mismo signo. 

2.2 Que a y b sean negativos (b > a). 
Lo mismo que anteriormente se tendrá 


A> 0 a E 


pues entonces E, f (a) — f (a) y f (a) son de signos contrarios, 
mientras que E, £ (0) — f (b) y f (b) son del mismo signo. Esto 
hace que £ y g” mantengan siempre signos contrarios. 

Si E, f (a) y f (a) tienen el mismo signo se verificará 


e >0 o! >0 CO pe<o 


luego las desigualdades (6) y sus consecuencias serán también aquí 
ciertas. 
Cuando E, f (a) y f (a) sean de signos diferentes, entonces 


a>0 0 l A E 


por lo cual serán aplicables las desigualdades (7) y sus deducciones. 

Vemos, pues, que los resultados son absolutamente iguales cual. 
quiera que sea el signo de a y b, pero siempre que ambos sean po- 
sitivos ó negativos al mismo tiempo. 

De aquí el siguiente principio que resume el actual procedi- 
miento: 

S1 la ecuación f(x) = 0 tiene una raíz comprendida entre los nú- 
meros a y b del mismo signo, se encontrará un valor más aproximado 
á dicha raíz, empleando la fórmula (4) cuando f (a) y E, f (a) sean 
del mismo signo, y usando la ¿igualdad (5) en el caso de que f (a) 
y E, f (a) tengan signos contrarios. (Corral.) 

Este método de aproximación á las raíces reales de una ecuación 
numérica es análogo ó correlativo al de Newton, que utiliza para el 
mismo fin la derivada de la función, siendo así que nosotros emplea- 
mos la euleriana de ella. 

Operando de conformidad con el presente método se obtiene rá- 
pidamente una gran aproximación al valor exacto de la raíz. 
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EsrempLo 1.—Sea la ecuación 
a AN) 


una de cuyas raíces positivas se encuentra comprendida entre 1.35 
y 1.36. 

Queremos encontrar el valor de la raíz con más cifras decimales, 
aplicando el método descrito. Tenemos para ello 


fo=Ye-=T7e+7 £ (1:35) = + 0.010375 
E, f(0)=-—M.x+21 E, $ (1.35) =2.1 
E, f(0)= - 14.0 +42 E, f (1.35) = 23.52 


y como /' (1.35) tiene igual signo que E, f (1.35), adoptaremos el 
valor (4) poniendo | 


1:35. £, F (185 xs 5 
y AABT UT 
0 EF 35)=F 1:35) — 21 —0.010375 — 2.089625 


Tomaremos por segundo valor aproximado 


ya que f (a') es del mismo signo que E, f (a'); entonces 


P (al) = 0.000289355263 
E, f (a/) = 2.0062 


L, F (a') = 21 
luego 
a E fía”) 
Aa ————— == E = 13568157 
Ll, fla) —f(a') 2.005910644737 


y así continuaríamos sucesivamente, hasta tener el número de cifras 
decimales exactas que se quieran. 


IyemrLo 1.—Consideremos la ecuación 
—2-3+10.2=4=0 
una de cuya raíces está comprendida entre 0.40 y 0.50. Como para 
a'="0,4 E 
fa)=—2—3.0 + 10x—4 F (0.4) = — 0.5824 
E,f(0)=-—2—6.0 +30.2-16 E, f (0.4) = — 5.088 
E, f(1)=—6 +60.0—48 E, f (0.4) =— 24.96 
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las funciones f (0.4) y E, f (0.4) son del mismo signo, adoptaremos 
el valor dado poz la fórmula (4). Resulta así 


0.4x E, f(0.4) 2.0352 j 
Lo PR AA A E: 0.45 
fs, F(0.4) — $ 04) 4.5058 


Haciendo ahora 
a! = 0.45 


como valor más aproximado por defecto á la raíz, tendremos 





F (0.45) = — 0 24874375 
E, $ (0.45) = — 3.89125 
por lo cual 
A A E pe pda O NANO 
0 E, f (0.45) — f (0.45) 3.0400U625 
Adoptando este valor aun más aproximado | 
a!” = 0.480 
nos resultará 
F (048) = — 0.05929934 
E, / (0.48) =— 3.203584 
de donde 
0,48 x E 0.48 5 : 
iO 
Lu, J (048) — f (0.48) 3.14428416 
Otra nueva aproximación nos dará 
a'” = 0,489 
F (0.489) = — 0.004044485359 E, f (0.489) = — 2.998586338 
0.489 x E 0.459 a ORS 
o A, ASS o 
9 E, f (0489) — f (0.489) 2.99424138 2641 


pudiéndose de este modo continuar tan lejos como se quiera. 


y 


S 35.—Complemento al método anterior. 


El procedimiento desarrollado en el artículo precedente es satis- 
factorio por su extremada sencillez y porque permite llegar pronto 


— P3D == 


al valor buscado. Pero, en cambio, aproxima á la raíz siempre en el 
mismo sentido, por defecto si F (a) y E, Ff (a) son de igual signo, y 
por exceso cuando dichas misinas cantidades son de signos contra- 
rios. Resulta, pues, que nunca se conoce de antemano el grado de 
exactitud del último valor hallado, pues para ello es preciso caleu- 
lar el siguiente y deducir entonces el número de cifras decimales 
verdaderas que aquel tiene, no quedando así satisfecha la condición 
que debe imponerse á todo método de aproximación, cual es de que 
suministre simultáneamente un límite inferior y otro superior de la 
cantidad cuyo valor se busca. 

Del anterior defecto adolece también el método de Newton. 

Dicho inconveniente se subsana en el nuestro del modo siguiente. 

La ecuación dada 


f)=0 


no tiene raices igugles y además las funciones E, f (2) y E, f(x) no 
se anulan entre « y g > o límites que comprenden la raíz buscada 
Xo . Los resultados encontrados anteriormente de un modo directo y 
con auxilio de la fórmula que da el desarrollo de f (x -+ h) en fun- 
ción de las eulerianas de f (), pueden confirmarse ahora de un 
modo más rápido. 

Según el teorema I del $ 33 la función E, f(x) — f (x) no se 
anula entre 4 y g cuando tengan lugar las hipótesis precitadas; lue- 
go en virtud del teorema IV del 8 30 la función 
A of lar) as 2. Le CA 

(de E NY PA) E ACA 
será creciente ó decreciente según que f (1) y E, f (xr) tengan el 
mismo signo Ó sean de signos contrarios. Así, pues, cuando para 
x = u las funciones f (1) y E, f (1) tienen el mismo signo, enton- 
ces para x = £ lo tendrán contrario; luego + (x) será creciente de 
a á T, y decrecerá en el intervalo x,, g, por lo que 





9 (2,)> (0) ¿(2.)>.e(P 





desigualdades reveladoras de ser + (2) 
2 (7). a 
Tendremos por tanto 


= Xy el valor máximo de 
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0. 0. f (0) PES EAN 
(1) a Al EJO-f0  Efo-Tu 
BLE E. EF) 


lo A O RR 
E E, FE) — FE) ELO) FE) 
que son las mismas dos relaciones (6) del número anterior. 
Sif(x) y E, f(x) fuesen de signos contrarios para x= z, lo 
tendrían igual para x= £, y entonces ? (x) será decreciente de 
4 á xy y creciente de x, á g, por lo cual 





p (2) < 9 (u) ¿ (2)) e (8) 
ó bien 
ER 0. fla) a Jl 
E 0. A A O 
y EF) Fe) E (3 —=J() 
8. E fi) 
E A A A e 
E ESJO=FB E Pb) 8) 


que son idénticas á las desigualdades (7) del artículo último. 

- Comprobamos así, una vez más, que ya se usen las relaciones (1) 
ó bien las (2), los valores que se encuentran sucesivamente para 
xy están siempre aproximados en igual sentido, lo mismo utilizando 
el número « que valiéndonos de £. Se trata ahora de encontrar otro 
límite para el valor exacto de la raíz. 

Para fijar mejor las ideas en el curso de la exposición siguiente, 
supondremos que u y f sean positivos, aun cuando los resultados 
que se obtienen bien generalizados fácilmente. 

Consideremos la función 

Y (0) = 4 (a) + EE E O CEN 


Lo 0 


en la cual N designa una cantidad constante del mismo signo que 
la relación 


e. E f(x) 
Ei, Flu) — f(x) 
y cuyo valor absoluto es á lo menos igual á la mitad del mayor de 


los valores absolutos que toma dicha misma relación cuando x crece 
de « á g; es decir, que N se encuentra definido por la igualdad 
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"Ef (a) 
3 ed DMI eno Baco 
Eo 2% Le, fur) — f(x) 
siendo 6 una función de x cuyo valor está comprendido entre O y 1 
cuando x varía de a á £. 

Se establecerá también la relación 
A A st Hoi 
0 roo 2 A 
que será útil más adelante. 
Incrementando en Y (x) á la variable x, tendremos 


N 





EN A te 8 

OS 2, «(a + hy . (1 —x,+h) 
por lo cual 
CHN Va=(0 += (+ — HT (om) + 
2%). (2 + h) 

2.N NN. N ; 

tt Rd E O A 

2 (+ hy (1 — 2,) .h+ RE 2, 23 ( o) 


En virtud del desarrollo del binomio de Newton 

















1 pe 1 23h 
—— =(0+N?= GR pen 
(1 + h) 2 2 
obtendremos 
Y(e+h— VWí0)=00+h) — y (10) + 
N. (a — e, 
PA ri A A 
Lo de e 
2. 1 24h a 
ES ¿Ll — : / + 
y E (1 —*,).h ES RE p.» | 
NH 1 2 N 
o rie lira A 
id Eo j a a SS | Ly. a | o) 
Dividiendo por h ambos miembros se tendrá 
Víie+hYV() _ ¿eme 2Nea 
h E h Lo > a 
DNA LS Y 
E ÍA e A hd 


Do. a 
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ó bien 


Y(x+»h— V(x) Y p(x+»h)=—q(x) RN 


h h ME (1 *,)+4.h 


Pero según demostramos en el teorema IV del 8 30 








ol(x+h— q (x) Fx). E, f (2) 
——————á—á— = 27 +B.h 
h [E, f(2) —-£(2)] 
luego 

Víie+h)—YV(r) F().FK, fix) NL 

] A A 
- En virtud de las igualdades (3) y (4) podremos escribir 

Fe). E, f(x) Ly — E 





e F 0 


y por lo tanto 


(5) A AA A 
5 


Como E, f (x) es de grado (m — 1) se tiene 
e. f(e). E, $(2) 





A Td 
y entonces 
ji IO 
h Xx ; 
siendo 
. ! A 
(6) O V 


La fórmula (5), que es cierta cualquiera que sea el grado de 
F (x), es la que aplicaremos. 
A) Supongamos que f (u) y E, f (u) sean del mismo signo. 
Entonces la función + (x%) será creciente entre « y 2, luego 
Y (2,) — Lo > p(x) 
desigualdad que equivale á la 
AA 
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Como por otra parte 
vV>0 OSO E 
resultará 
1-0.V>0. 


En este caso N > 0, pues para x= w la diferencia E, f (1) — fa) 
tiene el mismo signo que £ (+) ó que £, f (+). 
Siendo 


e <OÓ 
el segundo miembro de la igualdad (5) será negativo y entonces 
y (1) decrece de « á x,; es decir 
Viar> Vi 


ó bien 





or E ( 
L <p (0) + 


N 
N 
Y 

. 


y con mayor razón, puesto que N es positivo 





Lo => Y (0) 0d ge de . (8 HT. 0)? 
DA Lo 
así como también 
(2 A 
A O a Z 1) 
O O, O 


Tenemos, pues, los dos límites para la raíz verdadera 





O 

y, > 

S TO 
(1) a. E, f(0a) N B 9 
A A A 
IA 0 E ) 


B) Supongamos que f (a) y E, f (a) sean de signos contrarios. | 
En tal hipótesis, las funciones f (+) y Es, f (2) tienen signos igua- 
les para x = f, lo que demuestra la desigualdad 


equivalente á 


POT 


a 
ya que 
A 0. 
Como en este caso 


e>0 e<1 V>0 
será 


1. MERO 


Para x= f la función E, f(x) — f(x, tiene signo contrario á 
f(x) Ó bien á E, f(x), luego 


0 


Resultará de aquí, que el segundo miembro de (5) es negativo, 
por lo cual y (1) es decreciente de x, á £, lo que implica 


LA (A) A ES) 
ó bien 


N 
> + 2) 


0. p 


y siendo N < 0, con mayor razón 





y : 
A a ai 


así como también 








y o Y? 
De AI (8 == 3 (B)+ E -(1- +) 


. 4 
1 


Para la raíz verdadera habrá los dos límites 








ee PRE O) 
E OSTFO0 
SY las BETO ME 
PEA o p 


Estos resultados conducen al siguiente principio: 

Sean u y B > u dos números de signos positivos que comprenden 
ana sola raíz x, de la ecuación f (2) =0 y entre los cuales no se anu- 
lan las funciones E, f (2) y E, f (x). Representemos por 2 M un nú- 

ero que tenga el signo de la relación 
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e. E, f (0) 
y cuyo módulo sea 2gual ó superior al mayor de los módulos que toma 
dicha misma relación cuando x varía entre o y f. Si se designa por a 
aquel de los dos límites «u. ó £ para el cual las funciones f (x) y E, f (x) 
tienen el mismo signo, y por b aquel que dá signos diferentes ú dichas 
funciones, tendremos que la raíz x, se encuentra comprendida entre 
estos dos nuevos lómites 


a. E, f(a) a. E, f(a) N E ) 
? O id AAN Dr AAA 
$4 pd ISA) OS , fi, Fla) — fla) an. a ó 


Cuando entre los lómites %y 8 cada una de las funciones a? E, f(x) 
y E, f (2) — f (2) varía en el mismo sentido, se podrá formar el nú- 
mero N dividiendo aquella de las dos cantidades 


1 9 y 1 
q Es f(u) 6 E 


que tenga el mayor valor absoluto por aquella de las dos 
E, fla) —$f(a) E, FB) (8) 


que sea de más pequeño valor absoluto. (Corral.) 

La fórmula (5) es completamente general, de modo que supo- 
niendo 4 <g <0 es fácil deducir, por razonamientos análogos á 
los anteriores, que los nuevos límites de la raíz x, son 


a. E, f(a) a. E, f(a) NÍf>? y 
WA DO Ea A 


Adoptaremos los límites de las fórmulas (9) cuando p > 2 > 0, y 
los dados por las relaciones (10) cuando + <g <0. | 


EsempPpLo.—Sea la ecuación 
a —9x% = 5 == () 
por lo. cual 


Fa)=4 215 
E, f(0)==4.x—=15 
Es xj E RL — 30 
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Existe una raíz positiva entre x = 2 y  =2.1 pues 
f(2)<0 fFQ.D>0 


y la cual deseamos calcular con diez cifras decimales exactas. 


Como para x = 2 las funciones f (1%) y E, f (%) tienen el mismo 
signo, será según nuestra regla anterior 


ANS a =2 bims: 2.1 


Para encontrar el valor de N observemos que las funciones 
e. Efa)=-4%—-30.2 
E, f2)=f(1)=-—x*—2.e—10 


varían en el mismo sentido entre 2 y 2. 1; luego de acuerdo con el 
principio mencionado 
— 2 y 2 
ANA E : : 
e a AR = 3.8487 
2 2.27 10 





1 
PER 


Los nuevos valores aproximados, por defecto y por exceso, á la 
ralz serán 


2. E, 2) 46 


di E, 


UA 99 





3.848 1 2 
.=04 +5 ¿ E =1) = 2 094810875 


2 


los cuales tienen dos cifras decimales exactas. 
Aplicando las mismas fórmulas se encuentra 





2.09 x E, f (2.09) 48.824 
a, = ÑO = —__—— =  .094543 
L, f (2:09) — £ (2.09) 2:3 309329 
A 3.8487 2.094810875 y 2 


dándonos el valor de la raíz con cuatro decimales exactos. 
Una última aplicación de las fórmulas nos produce 


2.09454 X E, f (2.09454) 


o EEE O EE AA O O Y GS ¿ 
EIA A 
3.8487 + ( 2.094553 4 de 
by Ei Az + 73.009454 osa Se 1) = 9 09455148147 
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luego a, es el valor de la raíz con diez cifras decimales verdaderas. 
Si fuese preciso mayor exactitud se continuaría operando por el 
mismo procedimiento. 


Esemero 11. — Para aplicar nuestras fórmulas (10) calculemos la 
raíz de la ecuación 


fíie)=x—7.2+7=0 


que se encuentra comprendida entre — 3 y — 3.1. Tenemos aquí 


E f()=-=14.2%+21 
E, f(x) =—1M4.2+42 
Ara) 0 Fi Ea L(HNA TO 
a=f=--83 a 0 0001 


Como las dos funciones 
e. E, f(e)=-14.07+42.2% 
E, f(2)-f(0)=-——1.2+14 


varían en el mismo sentido entre — 3 y — 3.1, resultará para N 
el valor 





— 3 —- 2 
1 14x3.14+42x3.1 410 34 
N=>X-" pa = : — 66189 
2 S+HTIBH1M 62 


Los límites de la raíz buscada serán (10) 














— 8.2, (58) 8 
RA AA Sa SE AS s == — Led = — 30483 
ENE 62 | 
AS A 5 AS a 
o. =a + Ñ (=S-— 1) =—3 0483 —2.20616 x 0.0011109=— 3.0507 
=31 3 
Haciendo ahora j == : 
a =P = — 3.048 Hb == 5 BDO 
las mismas fórmulas (10) nos darán 
Sa! 1d 3018 x E, (308): -194.072256 E 
27 "ERA I0I8= (BMD GI 7 
pa o O1ÍS A 
27% "30s ou A 
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luego a, es un valor por defecto de la raíz buscada pero con cinco 
cifras decimales exactas. 


De igual modo se puede proseguir el cálculo cuando se necesite 
mayor aproximación. 


S 36.—Aplicación simultánea del procedimiento anterior 
y del método de las partes proporcionales. 


Hemos comprobado que si p y q > p son dos números que com- 
prenden una sola raíz de la ecuación f (1) = O nuestro método an- 
terior da un valor aproximado por defecto cuando 


(1) F(p). E, F(p)>0 
siendo por exceso en el caso que 
(2) F(4).E, HY)>0 


El procedimiento de aproximación por partes proporcionales con- 
duce á un valor por exceso cuando 


(3) JADE py > 0 
mientras que en el caso de ser 
(4) HD FID>0 


el valor obtenido es por defecto. 


De aquí resulta, que el empleo simultáneo de ambos métodos 
para calcular valores de la raíz buscada, aproximados en sentidos 
contrarios, sólo puede realizarse cuando se verifiquen simultánea- 
mente las relaciones (1) y (3) ó bien las (2) y (4).. 

Los números p y q se suponen tan próximos que las ecuaciones 


f(x) =0 f"(x)=0 E, f(2)=0 E, f(2)=0 
no tienen ninguna raíz real entre los mismos; es decir, que las fun- 
ciones 

Ff' (2) SF" (2) E, fx) E, f(x) 
no cambian de signo entre dichos límites. 
Podemos establecer así el siguiente principio: 
Sean p y q > p dos números del mismo signo que comprenden una 


16 
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sola raíz x, de la ecuación f (a) = 0 y entre los cuales no se anulan, 
las funciones f' (a), f” (2), E, f(z) y E, f (2). Cuando uno de los dos 
límites p ó q satisfaga simultáneamente las dos desigualdades 


a ios 
CACA 
será posible aplicar el actual procedimiento. Designando por a aquel de 


los dos límites p ó q que cumple con las condicrones (m) y por b el otro, 
tendremos que la raíz xr, se encuentra comprendida entre 


A ANA JU) 07 Fa) 
(5) de E, fla) —f(a) 7 ie: EAS (6) 


como dos nuevos lómites de la misma. El valor a, será mayor que b, 
cuando a = q; por el contrario, a, < b, cuando a = p. (Corral.) 

De este modo se irán calculando sucesivamente los límites 
DS ado GRAL A cada vez más aproximados al ver- 
dadero valor x, que se busca. 

Al realizar cada operación, puede tomarse la media aritmética 


A, AR b,, 
bo 


de los dos límites obtenidos como valor (por exceso ó por defecto) de 
la raíz buscada, en la seguridad de que el error, cometido entonces, 
es siempre menor que 


Así sabremos, con certeza, las cifras decimales que se pueden 
asignar á la reíz cuando pasemos de una operación á la siguiente. 


Ese=mero 1.—La ecuación 
E 
tiene una raíz comprendida entre 1.356 y 1.357 puesto que. 


. eE F (1.356) = + 0.001326016 
F (1.357) = — 0.000153707 
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Según sabemos 


ELfO)—fo0=-*-7r414 


E, f(4)=—14.x +21 
E, f(1)=—1M4M.x+42 
fFfia=3.*—7 

FUx)=6.x« 


y como para z = 1.386 se verifica 


y F (1356) . E, f(1356) > 0 
(1.356) , (1,356) > 0 


resultará entonces que 


Da =1,306 
q =b=1.357 


Aplicando las fórmulas (5) y (6) obtendremos los nuevos límites 

















2 1356XE, (1356)  _ 1356 x 2016 9.733696 
“1 E, f (1.356) — f (1.396) 9.0146 73984 2014673984 
=1.35689949..... 

y —=1:397 X £ (1.356) — 1356 X f(1357) _ 0.002007830404 
1 F (1.356) — (1.357) 0001479723 
= 1.35689612..... 


La media aritmética 


a Je D 
ptes = 1.356894305.... 


se diferencia, por exceso ó por defecto, al valor exacto de la raíz en 
un error menor que 


> =— 0.00000186 


Podría continuarse el procedimiento cuando se requiriese mayor 
aproximación. aa ; 

La otra raíz positiva de esta misma ecuación está cof prendida 
entre 1.5 y 2; pues 


(1.5) = — 0.125 
F2)=>+1 


Como además 


p=b=1.5 
AA AS de 
resultará 
2. E, $02) MA +0 
IA A A NO a (9) 
; EE CIA RA 8 
DD) — m3) 3 
Pro 2XxFAD—f(02)x1 O — 1.55 








: CIS A 


La media aritmética vale 1.65 con un error menor que 0. 1; 
pero siendo | 


F(1.6)=-—0.104 FA. D=+0.013 


podremos tomar 





p=b=>= 
q=a=1.1 
por lo cual 
y ir CA DIES 4.76 
da A E = +37 = 1692143 Eo 
RA O 


1.6xXf(1.7)—1.7xXf(1.6) _ 0.1976 


A A o 


_Calculando la media de estos dos valores, se obtiene 1.69051 con 
un error menor que 0.00162. Si sustituímos en f (2) los números 
1.691; 1.692; 1.6921 conseguiremos para los dos primeros resultados 
negativos, y positivo para el tercero; luego la raíz queda comprendi- 
da dentro de estos dos límites. Tenemos, en efecto, 


F (1.692 = — 0.000034112 
$ (1.6921) = + 0.000124797961. 
Es fácil comprobar que 
p= 1.692 =b 
q =1:6921.= y 


de donde 


1 6921 x E, F(1.6921) --4.55073374 


EL FUEI2D —FUGI2) — RGBIB ATI 
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REN 1.692 x f (1.6921) — 1.6921 Xx £ (1.692) 0.000268879065212 


3 F (1.6921) — f (1.692) 0 000158909951 
= 1.69209146..... 








La raíz buscada es pues 
1.69202147 


con un error menor que 0.00000001; es decir, que las primeras 
siete cifras decimales son exactas. 


S 37.—Complemento al método de Lagrange. 


El cálculo de las raíces de una ecuación numérica según el mé- 
todo de Lagrange, consiste en encontrar el desarrollo de cada una 
de ellas en una fracción continua, cuyos diversos términos se van 
determinando por otras tantas ecus ciones transformadas de la pro- 
puesta. Así se halla 


1 
Ll =.4 3 


Este procedimiento se haría impracticable, si Lagrange no hu- 
biese indicado, al propio tiempo, un modo muy fácil para calcular 
sin tanteos los cocientes incompletos del valor de z, después que se 
conocen algunos de ellos. i 

Exponemos á continuación otro método especial, distinto al an- 
terior, para fijar el valor de dichos cccientes, evitando así las ope- 
raciones considerables que exige el cálculo directo de los mismos 
por ecuaciones transformadas. 

Sean los cocientes encontrados 


Q A; A, a 


SS n—1 

y las reducidas correspondientes 
P, P, P, P, P 
A Q, ds 4 da 


tratamos de hallar a, sabiendo que 





(1) == 

Ñ | da 

A 
+ 
E E 

por lo cual 
2 eS EN O RN 
(2) bi Ga at n-1 


de donde sacamos 





A ¿q _ PEE -A + 
n TEST 


Recordando que por la teoría de las fracciones continuas se de- 
muestra la relación 


dE daa E 











deduciremos 
a a id: 
(3) Po PS Pa (P.= Q.-*) 


Reemplazando en vez de z cada una de las raíces restantes 
O A de la ecuación dada f (2) = 0, la igualdad (3) nos 
dará los valores de las raíces correspondientes Z”,, 2",, uz” 
de la ecuación transformada en 2, , que será 


A (n) (1) 
Aj Ma E vibe Da is m5 JaRL ELA Am ES 


Resultará pues 


x' q n— 1 ( 1) Y 
e Pa P 
P Y | — + —< 
4 
/ q pa be > 1" eS 











igualdades que sumadas ordenadamente dan 














Am o 1.1 
0 A 
0 n dl z Q, A ( n 4 dt 
4 
(= 1 ¿ qn! 
as E A 
E Q,, E ( o. q .) 
si se tiene en cuenta que 
x =- x > xr! =—— q! —- == ls METE 
n n n ASA RCA E Ay 
Llamando 
E al e Ad A 
A = P + P + a a o 
Pl All Cd E 
A, O, 4 
obtendremos 
| A CL 
4 A e E A LA 
( ) R ES EC La F 4 
Si hacemos 
1 =p An 
$ s (m pa 1) Ñ E EN Ay (5) 
se tendrá 
(—1".A 
+n -— Fe Ea A (6) . 


n 


E 
Cuando se llegue á una reducida 7) tal que 





(5) Pa: Q > EXK.A 
donde XK sea un número suficientemente grande, el error que se co- 


mete al tomar 


Y, q de 
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Le . . , : FA 
es menor que 77 Ó sea inferior á una cantidad muy pequeña. La 


fórmula (5) dará entonces el cociente entero a, contenido en Z,. 
La anterior investigación supone conocido el valor de Y y vamos 
á ver ahora cómo puede calcularse fácilmente. Como la reducida 


n 


L 





es ya bastante próxima á x, la cantidad y diferirá poco de 


— xa! — x" — x 


N= —— + A Aci: 


x— xu! x— ox" xx 
cuando 2 sea bastante grande. Pero sabemos que 


E, FX) Xx ah A A 
JACA E A Ri E 





en donde haciendo X = zx + h, se observa que á medida que h 
tienda á cero, el segundo miembro irá aproximándose al valor N, 
así pues 


Li Fi e h) Xx 
Frez+h) PE h 





(6) N= límite de | | cuando h = 0 


Ahora bien 
m— 1 
E, f(0+M=E, f(x). ( +) 5 


m=— 2 
8,560: (1+=2) EL TOS 


» / A 
LEO A a) ¿OA 


Na SN 
1.2, 2 


.osr.r 


7 m-—2 
+ Erfi0) (1 as 


recordando que 
Fr)=0. 


Como también 


tl ÓN 
= lim NS E a: 


resultará sustituyendo los valores anteriores 
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1 m — 2 a Y 
AA UA A 





1 pp qn=3 
+3 (14) ió 





Ni= 1110 





A a 


/ m —2 
PE, SF) (14=2) DE e zo 
E 





m—2 2 
(1 + 2) h h 
x x 


y haciendo luego h = 0 tendremos 


yapa E, f(x) 
2. E, f(x) 
por lo cual la condición (5) se convierse en 

PLOT LN. 


Al valor aproximado 2%, = £, corresponderá para z un valor 
aproximado también que llamaremos £ y que será en virtud de (2) 


Pa? eN 


E | 
E ) E Y : ST 4 -- 1 





El error cometido por tomar z = £ vale 





ci Ed A ESE "fo 
A A Ca En + Q-1 SE 
e epi 1". (A, > Sn) 
E E E AA 
o = ; 


Lu Y a (0, *, + a -1) . (0, : ET Y. -—1) 


cantidad que difiere poco de 








(8) P 2 e a”, 
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la cual dará la expresión del error que se comete cuando se toma 
x= Ef, estando £ determinado por la fórmula (6). 

Si el desarrollo en fracción continua es bastante avanzado, la 
fórmula (5) no solamente nos dará el cociente incompleto a,, sino 
que desarrollando £, en fracción continua podremos obtener otros 
cocientes de z, siempre que este desarrollo se realice dentro de cier- 
tos límites que vamos á precisar. 

Los cocientes que obtengamos desarrollando en fracción conti- 
nua á £, los escribiremos á continuación de los anteriores 


así como también haremos lo mismo con las reducidas correspon- 

dientes. Sea una de éstas Sa , su cociente incompleto respectivo 2; 

la reducida anterior y su cociente los llamaremos Ez y f'. Como 
Q 

7 es reducida de £, habrá que demostrar que también lo es de 2, 

pues entonces evidentemente resulta cierto el procedimiento enun- 


clado. Es preciso, pues, probar que Les reducida de z, fijando al 


Q 
mismo tiempo hasta qué límites ó bajo qué condiciones dicha pro- 
piedad se verifica. | 


Según hipótesis 


1 
Q-(Qa + Q) 





RNE 
q + 
pues 
PIERA 
Sumando esta igualdad con la (7) tendremos 
Pra El 
OS 


ó aproximadamente 


A E A CIS 
La E Lo . (OE n-—1) . (O, - o: Ln 1) 


(9) P +1 | N 


AO NE A a 


Si g es un número indeterminado que satisface la relación 


EN ARISOS 


a VERN 


Óó bien 


se tendrá entonces 


tos fed E 
A Lea 7) 
El segundo miembro de la igualdad (9) será, pues, inferior en 
valor absoluto á 





y á la cantidad 


EXA 

siempre que se verifique la relación 
1 1 1 ; (0 
AA orar (10) 
4 A 1 e, P / 
Siendo x — 00 de menos valor que rr la función y Perá 


una de las reducidas de x, necesitándose para ello que «> 2 á fin 
de que f£ sea un número positivo. 

Bajo estas condiciones £, desarrollado en fracción continua nos 
dará cocientes incompletos de z. 


EsemPLo.—Sea la ecuación 
. : 
a—+7=0 
que tiene dos raíces reales comprendidas entre 1 y 2. Haciendo 


1 


Xx 
1 





a=1 —- 
se encuentra la transformada 
E E LT a a, = 0 


que posee una raíz entre 1 y 2, otra entre 2 y 3, Considerando esta 
última tomaremos : 
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de donde se obtiene 
4 PF —2.1-1=0 
ecuación que tiene una raíz entre 1 y 2. Así tendremos 


: 1 





siendo la transformada correspondiente á 2; 


3 2 
RT Pa o add 


cuya ralz positiva e:tá comprendida entre 4 y 5: luego 


1 


4 





A S 
resultando entonces 
e —20x, — 9xÍ,—1=0 


Habiéndose ya encontrado los cuatro primeros cocientes incom- 
pletos de la raíz, apliquemos nuestro procedimiento para calcular 
inmediatamente y sin clase alguna de tanteos otros varios cocientes, 
hallando un valor más aproximado de la raíz. 

Según la regla conocida en Álgebra para formar las diversas 
reducidas de una fracción continua, tendremos 





] PE 1 4 
A a Ao E 
0 2 3 14 
y en el caso actual 
P._=19 P._,=4 Q,=14 EUR 
Ma 2 ==20 m=3 a! 
luego por la fórmula (4) deduciremos 
a V 
TR ES REA a, = 20 | 
La cantidad v ó N vale 
E, fu) Ta — 42 


2E,f(0)  14x— 42 E 


ro 
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Tomando 
4 388 
se obtendrá para x el valor 
388 
19. —— 
Ea O RAS A 
A 388 — 5489 
14 . 19 —+ 3 
con un error: menor que 
4 
ca 2 o 00.00 00 2 
Pa: Ln. La 19 x 14 x 20 


por lo cual podremos transformar en decimales esta fracción en la 
seguridad de que las primeras seis cifras son exactas. Así tendre- 
mos 


71448 


AT = 1.3568956 





de conformidad con el valor hallado en otro lugar. 


Para continuar el cálculo de x aun con mayor aproximación 
haremos 





encontrándose la ecuación 
181.0, —891., —40.20,—1=0 
en donde 
CIL (AE € 
A BL A =— 391 


valiendo la quinta reducida 





.= 384 Q, = 283 
y la cuarta 
: P,_,¡=19 Q,-,=14 
La fórmula (4) nos da 
19 391 . 
0 A LT A 288 


luego 
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Haciendo 
E: 391 __ 157022 
Do 4F +ONd 18. 69504 
resultará 
157022 
ET a E ST z 
983 ado A 


69504 
con nueve cifras decimales exactas puesto que el error es menor que 


o OS 
0 
384 x 283 x 4 





De un modo análogo pueden calcularse las raíces reales restan- 
tes de la ecuación dada. y 


S 38. —Meétodo de Laguerre. 


Este método se aplica únicamente á las ecuaciones cuyas ralces 
son todas reales. Expondremos la demostración del mismo usando 
de las eulerianas de la función dada, si bien la fórmula final á que 
se llega es idéntica á la de Laguerre, dada la relación conocida entre 
las derivadas y las eulerianas de una función entera. 

Supongamos se tenga una forma binaria de grado m, es decir, 
una funcion homogénea de dos variables x, y; llamando por (£, .») 
un sistema de variables cogredientes con (x%, y) formemos las polares 
de la forma [Weber, págs. 228 y 229]. | 





1 Y | Y 
P, (2,5) Caras Es pls E, 1 | 
2 
ya 4 E aye A En Ley 
Da eL m .(m —1) | A A 2 y LE, Nábos> 
Y e 
+ ——. ES 
(1) d Mg" e IAE 
1 E ya 
Re 5) m .(m — 1).(m:— 2). [e : ds de 





| E y, c En y.22 Y) 3 
A a a O EA 
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cuyas funciones permanecen invariables cuando se someten las ya- 
riables (€, -,) (x, y) á una misma transformación lineal sustituyen- 
do en vez de f (+ y) y de sus eulerianas las nuevas funciones trans- 
formadas. 

La forma anterior que hemos dado á las polares de una función 
homogénea de dos variables tiene por origen la relación general 


Ss da Tr Ss 
(2) 0. y iS o E 


en donde (r + s) no puede ser mayor que nr. Para probar la exacti- 
tud de esta igualdad (2), admitamos sea cierta para estos números 
r y s, justificando que entonces lo es también para los (r + 1), s ó 
Les decir, que 


r=+s- 1 
(3) A A 
2% SU dE IDA dy r+s41 P 

A 





r ,s pl 
>, E: 
ay, pa s + 1 F 


4 E ; 
M) : A de. dy - 


Tenemos, efectivamente, por la definición de euleriana que 


, 


rhs-— 1 6 tas r+s 
o. A y A 
a 1 
( 


y de dy Le. dy 





y tomando en (2) eulerianas con relación á x en ambos miembros 


A SS + 

F Ss xXx 

: 7 E Y a A y as ml 
PS 1 ( dy )=2: As AA 





de 


luego deduciremos 


ros -p1l E r-=+] 
rlo,s d dE ERA 
x ES O ii ARES =(m-— r—38).% .y e AA PS 
de dy A Ed Viga ERA 


y en virtud de (2)... 


e E 
r--1 Ss d $ 
(5) 2 IES A 1eS 


t QS a 
=(m—r=—8), E? , Y Son Y 
r-ks 
. dy 


Tor sk 1, F 


Pero también por definición 
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1 


eS DÍA ii ¿8 d , 
(6) o E A O A A e (ar af) 


y" A as ., / 
y como E; f/es una función de grado m, homogénea, de las 
variables (1 y), resultará 


Ahora bien 


ys E 1yr d y 
EA AS m — 8). Pi a A (2 


luego 


d es. y s +1 ! 
e AE LTD PES: A 


roer ys +1 yo 


E "P=(m—r=5). Ef E dia TEO 
así es que en virtud de (5) tendremos 


r s-F1 
o 
ó sea la igualdad (3). De un mode análogo se demuestra que la (4) 
es igualmente cierta, y por tanto también la (2). 

Si la ecuación f(x) = 0 tiene todas sus raíces reales, ocurrirá lo 
mismo con sus polares P, [x €), Po(x €), Palx £)..... siendo £ Y y 
números arbitrarios. (Laguerre.) 

La sustitución lineal que se adopte puede elegirse de tel modo 
que los valores transformados sean 


E! — 1 n/ = 0 
y entonces los polares se convierten á las funciones siguientes: 


1 2 1 3 : 
Medi y 57 ES 57 ES 








ai 


que son las diversas derivadas de f (x), cuando en ellas se hace 
1 A 
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Siendo las raíces de 





? E t.L ne a? 
(7) P(0)=- E," 1+2. - a E pa, E, f=0 
Xx ' > Y 


todas reales, la función H 


2 2 7) z eE , 
m—bD.H.E8.7 a ple, 7] =.H, .(m — 1) 


será negativa para todos los valores reales de £ y 1; pues si H fue- 
se positiva, las raíces de P, (x¿) = 0 serían imaginarias en contra 
de la hipótesis hecha sobre F (1) = 0, y si H fuese nula, la ecuación 
(7) tendría sus dos raíces iguales, resultando entonces que f (x y) 
sería la enésima potencia de una función lineal, cuyo caso especial 
no se considera al presente. De aquí resultará que AH, sólo tiene 
raíces imaginarias ó nulas. La función H se denomina la Hessiana 
de f (8 1). | 
Vamos á calcular el valor de A, cuando la función dada f (x) 
no es homogénea. En virtud del teorema l del $ 4 se tendrá 
ESPFEZ2f=m./(0y 
ESIHESf=(m—-DE/ f(0y 
ERE =(m—DE) f0y) 
y haciendo y = 1 resultará 


¡El f()=m.f(0)—E, f(x) 
(7) JE% ¿f£(0)=(m - DE, f(e)—E, $ (2) 
EY Sn 2 (m0) EA) En f(x) 
Como por definición 
1 m—D:H, (y =Ef.E% fp [8 * 5 l 
obtendremos, pues, sustituyendo los valores anteriores 
H,y =m.f().E, f(x) —(m —1) (E, f(x)? =H, (+) 


de modo que HH, (x% y) es de grado 2 m — 2 con relación á x. 
La ecuación dada f(x) = 0 
tiene todas sus raíces %,%..... %.,, reales y distintas, luego 


17 
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o O 


y tomando eulerianas en ambos miembros 


a Ted [Le, Fix)? E, Fx). f(x) 
(AS PEN 
ó también 
0 [E Fx)? — H, (+) 
( mo. [fo 


x— ay 


: ; » E v 
Empleando notaciones homogéneas, es decir, poniendo q en 


xx 
lugar de Y y y en vez de x tendremos 





E fAy= Y E A 


y 


tey=y E) 





luego 








s| y | [E 1 P — H, (x y) (8) 
] my [fl gl 


Hagamos la transformación lineal siguiente: 


=ax +by a=a0 +b8 
y=cx +Pd.y B=c.a +d.B 
de donde 
r=ad — de pr=ay=r.(8.x—0u.y) 
r.x=d.x—by ry=-=e.x+a.y 


Como f (x y) se transforma en + (x' y”) deduciremos 


AY Ex Cl xr b y! : 
E f=— E, 9— LIA. 
x 


1 
Y 


y 
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2 po 78 ] 
r.H (xy = Tr dl (x y) 
ay 


valores que sustituídos en (8) dan 








a xr b , 
a oa 
, HH, (Y 
AE — (ar + oy). a 
aq cc .y 
S EA RANAS RIN EE CEA PENA RECI IAS 
e, ) m-[o (x y)] 


Para mayor comodidad y elegancia hagamos en esta fórmula 
ax b=-—8 
suprimiendo además todos los acentos y poniendo f (x y) en vez de 


2 (%' y); resultará entonces la relación 


eE 2 H € y) 
eran 
Xx 


- Y 


E E e A 
E E E 


px—0y] m-[fEyY 


cuyos dos miembros permanecen invariables cuando se realiza una 
misma sustitución lineal en los tres pares (x% y), (4 £), (€ y) de varia- 
bles cogredientes 

La proposición sobre la cual se funda el método de Laguerre es 
la siguiente: 

Llamando P al valor de la ¿igualdad (9) y considerando la eruación 


OO OS 
(X:y- Y a) 





ó bien 
PAR a OA Y oi=0 (0) 


me X - r ed > r 4 
los valores deducidos para =p están más próximos ú las raíces 


D. 


; ? 
a, E de f(x) = 0 que el valor. dado comprendido entre 
3, A y 








ellas. (Laguerre.) 





4 pe - Ergo 
Como los valores así encontrados para y tenen que hacer 
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positivo al discriminante de (10) considerado como función de £, «q, 
podemos calcular aquellos que lo anulan. Á tal fin, sustituirenos 


en (10) el valor (9) de P encontrándose que los coeficientes de 
¿2,2 £ 9 y y, son Pos 











: H, (x= 
a a Ltd 
E A 0) 
m [fe y ¿ea 
rá de AS A ay) 
. X.Y z 9 
"FP (Xy =P 
1 RAN A 127 (xy 
2 (E, f) dr 
y E y y Y OS 
m.[f(0]" 


luego el valor del discriminante es 


DS [o-ox (y) (Xy Y VA (Y. El f+yX Elf Y |=o0 
xx. Y Mm 





De aquí resulta, que los valores buscados para = son las 
raízes de la ecuación de segundo grado 
e y: e (x y Y +(r.Y.Ef+y.X.ElNf)=0 


que están dados por la fórmula 
AA O E 4 (X y pida 0 y (m-— 1). HA, (xy) 


Supongamos ahora que se haga y = 1, Y = 1; recordando los 
valores dados por las igualdades (7*) y (7) obtendremos 


>. E, f56)+Y(m./ =E f (0) = 


E ¡X—3). (mM 2 (E, Pm (m=D.f.E,f > 





“de donde 








E + % j eS po pe , e A $ A $, A = 
i iS ds > > es E a AA E eE: pa e El ; NS á Ue = Pe 
E PS AS e dp as a ci 
GIA CAE : 
Pd mI) EE si 
o Va —1Y. (E, FO AD s0-E 1 
que ( es de ala de o expresada por medio de las eulerianas 
€ ela. función dada. No tratamos más ampliamente este procedi- 
iento por creerlo ¡ innecesario á nuestros fines, ya que nada nuevo 
demos consignar: 
$ 
> | | 
21H Ada: o SAP 3 Di x Y $ 
e a ds 7 A po » La y 











Ar a es A A A 
a 








Es 


CAPÍTULO VI! 


Raíces imaginarias. 


S 39.—Separación de las raíces imaginarias. 


La ecuación dada 


PO 


puede ser una función real ó de coeficientes imaginarios. Tratare- 
mos sólo el primer caso, pues el segundo se encuentra resuelto por 
el teorema de Cauchy [véase obra Serret, tomo I, pág. 319). 

Se podrá efectuar la separación de las raíces imaginarias hacien- 
do uso del método seguido en el $ 24. Trazando dos paralelas al 
eje rectangular Ox de modo que se encuentren ambas arriba ó 
abajo del mismo, quedará determinado, por la aplicación del teore- 
ma I del $ 1, el número exacto de raíces imaginarias de f (2) =0 
comprendidas entre y, é y, - Eligiendo otros valores 


(1) Ya AT RR 


se podrá ir averiguando el número de raíces situadas en cada uno 
de estos intervalos. Cuando no haya más que una sola raíz en dicho 
espacio, quedará entonces separada: si hubiese varias se podrá rea: 
lizar la separación por medio de paralelas intermedias, salvo el caso 
que existan diversas raíces con igual coeficiente imaginario. La úni1- 
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ca condición que tienen que satisfacer la serie de valores (1) es que 
sean todos positivos ó negativos. 
Ordenada la función M 


fo=M+i.y.N 


con relación á las potencias decrecientes de x, su primer término 
valdrá 


Ay * ya sea m par ó impar 





Fig. 8,2. 


Dando á x un valor de módulo muy grande, la función M no se 
anulará para ningún valor de y comprendido entre y, é Y; luego el 


exceso parcial de la fracción A á lo largo de las rectas AB y CD 


(Fig. 8) será nulo. 
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El exceso correspondiente á BD se encontrará sustituyendo y 





por Y en el cociente y 2 que se convierte entonces en 
M(x Y) 
N (x Y) 


Haciendo ahora variar á x de + o á— ow,se podrá calcular 
la diferencia K entre el número de veces que dicha relación anulán- 
dose pasa de positiva á negativa y la totalidad de ocasiones que el 
mismo cociente se reduce á cero al transformarse de negativo á po- 
sitivo. 

De igual modo encontraremos el exceso parcial relativo á la otra 
paralela CA, pues bastará poner y = yy, considerando la fracción 


M (x Y) 
N (+ yy) 


que servirá para calcular el exceso K, de signo contrario á K. Así 
entonces 


K—K,=2p, 


pues y, = 0; quedando por tanto determinado el número exacto 
p", de raíces imaginarias comprendidas entre las dos paralelas BD 
y AC prolongadas indefinidamente á derecha é izquierda del eje 
0 y. 

Procediendo de este modo se llegará á determinar dos límites, 
tan aproximados como se quiera, entre los cuales se encuentra la 
parte imaginaria y de la raíz buscada. Si al mismo tiempo “se desea 
tener los límites del valor x correspondiente, habrá que trazar para- 
lelas al eje O y; pues de este modo se dibujarán una serie de rec- 
tángulos, todos situados arriba ó abajo de O x, los cuales compren- 
derán puntos raíces de £ (2) = 0, cuyo número será determinado 


por el teorema l del 8 1. 


S 40.—Fórmulas generales. 


La fórmula ya demostrada 


re+n=1m. (+ 4" E,f (2). (1 a 
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. m—2 2 
HE, Ra) (1+ 4) A | 


puede generalizarse para el caso de una función entera de dos va- 
riables x, y. Tenemos evidentemente entonces, incrementado solo 
á la variable x y permaneciendo la otra y constante, que 


Ji hy) =8 9 (1 + = ES Fl Pro o + 


Li > 


x) 1.2.x 


bo / 
OS E LANTE A 
en donde cambiando y por y + £ resultará 


Hor+Rhy+k=f(0y+ + 
m-— 1 h 


EF Fey +1) (1+-) 70d 


a E > p L [1 h m--2 mn 

EIA ION 
Suponiendo que f (x y) sea de grado m con relación á y, ten- 

dremos 


kAn y k 1-1 k 
ha CIA —i — BE z 29 [Es 
A o A ir 
; 2 
Ey? Xx 6 A. IIRRAA 
MATA sudo Epa 
% > k * xy k in-1 
ESF y+k)=ESf09 (14 + E, sen. +5) + 
Ln-2 L* 








xy 
+ E, ia TO 


02 eS RAR 
Ey Fay +k)=£, SD A 5 
.2 A 2n =P TT 
EF Y Fl q 
a ( 5 e 
a pp n=? k? 
, x Al E 0 AAA 
NN ( a) a 


valores que sustituídos en la fórmula anterior dan 
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fo+hy+ )=19 (14) ( +4) q 
A a DN E 
ro 


2 m — 2 n 
+E, rep (1+2) (1494) e 
A Y 1,2.x 


AA € a (+4) O: 


ELE Y 
2 q hh ym n—2 2 
Eh sen (+) dt) el 2 
E Y Y 
aq 3 m— 3 3 
EDO sen (1+-<) 
) : y IA 
2 1—2 Y 2 
o O ADA | lia) pe td 
a Y LAY 
y e Dt 1 n—2 2 
A : (1+3) a 
SN y 1.2.3 -.Y 


3 : ph yn kyxn—- 3 qe 
— EY sen. (1+<) Es) A 
y 1.2.3.y 


Fórmulas análogas á la anterior se deducen para una función en- 
tera de tres ó más variables. 

Desarrollo de f (1 +h, y + k) cuando f (x y) es homogénea de 
grado m. 

La fórmula de Taylor toma la siguiente expresión simbólica: 








SEAn yk) =S0.9+ (1. 4 lo Pies 
1 af dfN? 
a Us dx iaa) o ro... —- 
Al df df n 
+ ar (e E +r 37) O AS 


Como f (% y) es una forma binaria, se tienen las siguientes rela- 
ciones ya demostradas 


d e. 1 y ¡E A 1 x 
da A a 
PESÍS 
E E-= bos 0 
dx .dy 


luego podremos entonces escribir simbólicamente 


F2+h y E R=I(9) Hb EA O 


O A O 
py A yl | 








P h y Y k E 3 
le 07475) + 4 Y 


sa . 


PS ME | 
Han ES 1) AN 


nIiXx 
En el caso de realizarse la sustitución lineal 
r=1h4 X + y, Y 
IE Ao 1 adn 
haremos en la fórmula anterior 
r=Ak, , X h= p,. Y y=»k,:X k= po. Y 
y entonces las funciones 
fan, ElfGp,. Elfay, EXTED, ETE 
se convierten respectivamente en 
LR AE A A 
E E O E E 
Empleando la notación bastante francia de indicar por 
0% 


el resultado de sustituir en la función + (% y) los valores = %, y = E, | 
tendremos que la serie (1) equivaldrá á la siguiente 


0 
A m x A m L A 
xr, XT, Dio XxX (En 


E de 
yu ! (2, SEA y” (2, y De 
Ll 


luego entonces 


O 


0 P3 EY bg Os ha 
31 o Ñ 


e 1 








y al ) 
1 E o p. o a 100 
+3 *" e +] | A 


1 2 á 
Ay 


Aa 


14 m-=3 23 Py y Po q Y | 
A AS AN [5 A q9 : e 


1 





¿3 
1 m- i i Py y Pia as 2 :S 
a 16 -Elf+ E s) | A | 


fórmula que da el desarrollo inmediato según las diversas potencias 
de las nuevas variables X, Y. 


S 41.—Caálculo de las raíces imaginarias. . 


Obtenida la separación de las raíces imaginarias, procediendo de 
acuerdo con el $ 39, se puede obtener valores cada vez más aproxl- 
mados al verdadero por medio de nuestro método del $ 34, que no 


está limitado únicamente para las raíces reales. 
S1 2, representa un primer valor aproximado de la raíz comple- 


ja z de la ecuación de grado m 

Fla 0 
el valor exacto de dicha raíz será 

2= 2% Tp 


luego deduciremos cómo en el $ 34 que 
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2 SF (2) 
0 EF (20) SF (%0) 


a 


siendo preciso examinar en cada caso el grado de exactitud que se 
deriva de aplicar la fórmula precedente; discusión casi siempre di 
fícil de realizar. 

Otro modo de resolver el problema actual es el siguiente. 

La investigación de una raíz compleja 


Za = HF 2.Y 
de la ecuación 
Fi)=fle+1.y=9[(2y +1. (xy=0 


consiste esencialmente en calcular una solución real de las ecuacio- 
nes simultáneas 


o(xy)=0 Y (ry)=0 


conociendo los valores aproximados x,, Yo de x, y. Haciendo en- 
tonces 


a =x.  +Eé Yy=Y TN 


tendremos según las fórmulas del número anterior 





O= 9 (2) + 5 => (0) + (1+ 2 A 








0 Yo 
Be E m-—l yl m E 
— E, > (20 10) + (1H (sa) dd 
- E m n n— 1 1) 
— Eo (209) + (14-37) ee der PIN 











) 
E me y 7 $ na] ”n m É 
— E, (2, Yo) * — 41 ——— . 
PIS 0) > e 
1 0 O Xo Y Yo ¿AN 


Siendo £ y 1 cantidades suficientemente pequeñas, en las dos 
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igualdades anteriores podrán despreciarse todos los términos en que 
entren los cuadrados ó los productos de £ y 1; luego tendremos en- 
tonces las relaciones 


pa 13 m-— 1 q YM E 
E, e (20 1) + (1+ 7) (Eo) ¿L— + 
0 
1 3 m-=—1 
+EP (51) (1+-=3) ( En 0) ios 
0 Yo 


= 0 (30 00) (1 + E) (e 


y E m-—1 : "n) m 13 
EE (2, 15) > [1 +=] a) - —+— 





Yo 0 
: ¿E m Úl m-—l1l al 
+—EYV(2, y). (1 + - cz : (1 —+ ee : += 
1 ( o Yo) 2, Yo Yo 








O) 


NAL 
que divididas ambas por (1 q 0) : (1 la 


0 





m-—l1 
] , dan 
Yo 


: E a 59 tee Ú 
E,*9 (2, Yo) - (1 dba e +8 9 (000) (1 — 


0 
= q (27 Yo) -[1 — : OS, 
o (2, Yo) - sS 7 
Ea y he n) E A y WY (2 Y ) ñ é Y) 
E Y (%, Y0) 1 +-— EIA 0 Yo e Sea 
E n) 
Us) 153, 


Prescindiendo de los términos en ¿ . 1, obtendremos 





5 [e ? (Yo Yo) — 9 (%o Yo) )] E [2 P (o Yo) — 9 (o Yo)] =  (% Yo) 


Lo ñ 


E [EY (5, 99) — vw (+0 9) )) A a LE Y (7, Y0) — Y (%0Y0)] = Y (%, 9) 


E 


cuyas dos ecuaciones lineales resueltas con relación á ¿ y “1 pro- 
ducen 


ONO 


Y (*, Yo) : Ely (o Yo) — ? (Ay Yo) - EY (%, Yo) 


3 PIES APA DA Jl A x 
Ey (2090) - [EF Y (20 v0) — Y (2, 90)] + ES e (o 90) - [Y (+0 90) — 
ros E] Y (xo Yo)] + (% Yo) * LE, Ea (o Yo) — E VW (x, Y0)) 
Pa y (*, Yg) : EV (*o Ye) (% Yo) - EF (*, Yo) 


EP ? (o Yo) . [2,7 y (x, Yo) dE, (% Yo) an E áS (% Yo) 5 [Y (o Yo) ds: 
— EP V (o Y0)) E 9 (o Yo) * [2 per (%o Yo) — EW (o Yo)) 


Estas fórmulas se aplican en todos los casos, ya sea %,, yy Una 
solución sencilla 6 múltiple del sistema 


9 (+ y)=0 Y(=y=0 


El procedimiento anterior necesita para su realización cálculos 
muy largos y enojosos, por lo cual se adopta generalmente el méto- 
do que consiste en eliminar una de las variables, resolviendo des- 
pués las ecuaciones resultantes. 





CAPÍTULO VII 


Aplicaciones diversas. 


S 42.—Bezoutiana de una función. 


Supongamos sea la ecuación 
Flx)= a, pe E do E Ha - * 


y hagamos 


A A E AE EE A E 
Consideremos la función 

(2) S (y .2) 

en donde 

BD2=3 1 -AOTF A ALOE AE 10 


y en la cual S significa la suma de los diversos valores del produe- 
to y . z, á quien afecte, cuando en lugar de x se sustituyen sucesiva: 
mente todas las raíces de la ecuación dada. 

En el caso particular de ser y = z la función (2) toma la forma 
siguiente 


Ss (y) 
y constituye lo que el insigne matemático inglés Mr. Sylvester deno- 


minó bezoutiana de la ecuación f(x) =0, en honor al inmortal 
Bezout. 
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do 


El cálculo de la bezoutiana, designada en lo sucesivo por la letra 
B, se obtendrá deduciendo el valor de la función (2) y haciendo 
luego t =>. Ó sea y = £. 

Puede demostrarse fácilmente [Weber, págs. 267 y 268] que 


(4) aL AO Aia mE iden e 


valiendo 
$0. 41 aria PR ero A Uo PE ar 
TA y TRA 
Sy DAA A A o Poda A 
— 4, a el "Fe Ll UE As taa 
(5) 87 S UA A a As a” AE E O 0 e 
— 4, t, 13% A > O S n—- $ 
Sy id AA CA AAA + as tn s—1 
s+t1s % A ¿AL EE + 4 + t, s—2 
a a O o + a ta 


Multiplicando ambos miembros de (4) por 7,-,_,, haciendo 
luego s igual sucesivamente á los números 0, 1,2, 3 ..... (n- —1), 
para sumar después los resultados parciales así obtenidos, se llegará 
á la relación | 


S $ 
pa y 
Y 2=¿, > S0 4 at do e O EA VS LE 
5 Dl DEE 
(0) ; 
A Ex A! n=-s—l 
0.n—1 
de donde 
Ss Ss y 
IES > y Ea EA DA z SL. ¿AS 
0.n—1 0.n—1 


Ss 


e Dd e ER, 
0 n—1 


O IT ET 


en virtud de las conocidas igualdades 
Sf="N:4, SK =D. Bali aA 


Il segundo miembro de (7) es una función cuadrática de las va- 
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riables t, + siendo además simétrica con relación á las mismas: así 


se podrá poner 


(8) Sy)= 3 B 


0 1 


a.k nc" 


con la condición B, x= By. n. Cuando se haga t = 2 6 bien y =2, 
la función anterior es entonces la bezoutiana 
MOR 
EE ER Ba ko tati =5 (y?) 
Los coeficientes B, ., son de segundo grado con relación á los a, 
de la ecuación dada; su valor puede calcularse como sigue. Multipli- 
cando las igualdades (1) y (3) se tendrá 


Y a Ta ma o e 
por lo cual 
h k 3 
S (y . 2) = z A IDA O 
0.n—1 
luego 


B, $35 AE A no 1) 


Efectuemos la multiplicación de los dos determinantes 


Fo (+1) f, (*,) La)... In (+1) 


O AO E O AA LI TA A PEO A MPAA TR A 


AAA A UA A O A A AAA da 0 A OA e e 7 e 


So (%,) F, (2%, ) PAR) 1 (%n) 
y se obtendrá el determinante y de la función B 
Y Pd na 


Por otra parte db? es el cuadrado del producto 


2 n— 1 

A, 0 0. 0 | | 1 2%, ido ; 
2 n= 1 

A, A, mais 0 1 Y, o e > 
2 1 

a a Y AEPOE E 0 1 2, E LS gr > 

2 1 0 Xx ES 3 E her o P 
2 n-—1 
| dai ha Uy. 0 1 2, O z, , 





es decir 


Llamando D al discriminante de f (x), es sabido que 


luego definitivamente 


,2 2 
1 A 


El determinante de la bezoutrana de f (x) es agual al discriminan- 


te de f(x) multiplicado por el cuadrado del primer coeficiente ay . 


FsempLos. Procedamos á realizar el cálculo de la bezoutiana 
cuando A='9, M4, Y MD. 
Siendo la función 


3 2 
Ay Y +4 Hay + a43=0 


se tendrá 


8. 0. =%: ts 3a,-*, 
S|¡ 0 = Ue t, 2 Ue To 
62.0 = 4% t Ay + o 
a e 34): 
2 —» 

cl Sgt y EA y + Ty 
61.2 =— Mg» t, 24, +%, 


a 0 A de CPES 


TO E 


Cada una de estas cantidades deberá ser multiplicada por la que 
tiene á su derecha, sumándose luego los resultados obtenidos. Así 
se encuentra 


2 ; 
B,.=34) Bai AL 7 3 4p- 0 
0) 
E 1 =:2 0,> — 2 Mg Ma B, .=24, 0) 
o 
Boy 4% —24,-4z Bo. 9 =%- y 


Cuando la función sea 


4 3 2 
Ay +A, % + 4, - 7 + ax +a =0 








entonces 
8, 0 =% + t 4 0, + Tg 
81... =p ta 304 
6.0 = %:t, 2 do + T 
8.0 =%: to lg + Ta 
o La 4 47. 
6, ¡=%>t¿+0,-t, 34, -* 
8 ¡=%:t +4 -t, 2 4, + Ta 
IN a O ART de E 
el ANTE el! ERA 4 dy. * 
O A A AA 34,.*_ 
A A ho el 
A A a AR DR PR ARE, 
60.3 = — 44: ta A 
6.3 =— %, t, 3 0 + To 
Ba => = 4, to CI 
is des do id dire de Lo SEA 
de donde deduciremos, realizando operaciones, 

By ¿=4-4y Bo. 2 %4,:4,4T 41. 

B, ¿=3 0, —24,-4, Bo. = 4% 

B, , =2 da — 4 4,.4,— 20,-4% B, ¿=24,.4, — 3 4,. 4z 

By =43 —24,-4, B, ¿524,-4, 

Bo ¡ =4%,.43—34,-0, B,¿=383-.0%,-0 


Para n = >, la función es 


a 


To Pay tt a Aa 7 ar + dpR0, 

















luego 
E... =% > t 9 d+“ 
0 =%: ta 4a,.%, 
Ai 3 y + T 
at 2 03 + T, 
6, ¿=W-t | Ca 
54 == —d to da ty —= (M4 + t, — 05» to |5.a,-t 
A =4 + to 4.4, + % 
A A ELO 3 4,» Ta 
E 0 OR 2 03 - Ta 
Sua) t, +4, -t Ay Ta 
Gp == aida A, + ty — 05. t, 9. Ay To 
6.2 = 0 ba Ay: Í, — Og + t, 4.4, -*% 
a A e 3. 0, - Ty 
6, ,=4)-t¿+a,.t,+0, t, 2.02. Ta 
6, 2 = A: t¿+ 0, -t, + 0%-t, A, 
65 Er ts %5 - t, 9. Ap - Ty 
6, 3 = 7 04-t— 05. t, 4.4,-* 
6, a O A 3. My. Ty 
O ¿ta 16 000) Ea ON 2.43. *; 
6, 3 = My + tg 0 + ty + 4) t, +43 > to Ta 
5 1=—4 ta 9 . Ay» To 
6, 4 = — Mg + la 4.0, .% 
S, ¿E 3. a To 
Pi o 2. dz: 


Gn 
J 


2 A O A A O A, T 
por lo que se tendrá 


B, 1¿=5.ay B, ¿= 04 :4,¿—5. 0.4; 

2 
Br y =4-0a—2'.4:% Bo, =4%:% 
Bar =30, HA 4%):04,- 24, .4y B, 952.03" 434, 04 DU 
Bi =20. Dog, da a B, ¿=2:0,:4 —4.0,.0, 
Bay Ue Fe De Bi, =2-+ 49% | 
Bo. = 43-4,—3.4,.-0% By 3¿=8:0,:4 8.0, 
Bo9=4%.4,—4.a, 0, B,,¿=3.47:0, 

Birras 
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Siguiendo el mismo procedimiento puede calcularse la bezoutia- 
na de una ecuación cualquiera de grado ». 


S 43.—Significación de la bezoutiana. 


Teorema l.—La bezoutiana B de una función f (x%) siendo des- 
compuesta en una suma de T cuadrados positivos y Y» cuadrados negatt- 
vos de funciones lineales y reales que no pueden ser reducidos á un nú- 
mero menor, se tendrá que el número de raíces distintas de la ecuación 
f(x) =0 vale r + *; el número de pares de raíces imaginarias con- 
jugadas es », y el de raíces reales es T —- Y. 

Según se ha definido anteriormente, la bezoutiana es una forma 
cuadrática de n variables t,, t,,to..... t, 1 cuyos coeficientes son 
funciones enteras de los coeficientes a, de f (4). Es decir, que 


B=8S(9)=4+% + + ENE Py =D ltd E) 


Es fácil demostrar [Weber, pág. 296], que si 2, , %a.....1; 
son raices distintas de la ecuación f (1) = 0, las funciones 


TE AI y, son linealmente independientes; por lo tanto, reunien- 


do en la suma 
2 2 2 2 
UEÉRTUS Ue Tio AY 


todos los términos iguales entre sí, dicha suma, ó sea la bezoutiana, 
tendrá tantos cuadrados (7 + y) de funciones lineales independien- 
tes, como la ecuación f (2) = 0 posee raíces distintas. 

Si x, y ¿son dos raíces imaginarias conjugadas, entonces 


Y =4 +2. 
Ya — MU EV 


luego 


2 2 2 2 
Y FYy =24 —20 


Ttepresentando au y v dos funciones lineales y reales de las variables 


t. Cuando x, sea real, positivo ó negativo, el cuadrado correspon. 
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diente y, será siempre positivo; de modo que los cuadrados negati- 


vos Y en la bezoutiana, representan la existencia de otros tantos 
pares Y de raíces imaginarias conjugadas distintas de f (+1) = 0. El 
número de raíces reales será, pues, 


T+F+v=2vyv=r—y 


de conformidad con el enunciado. 
Caso de que el determinante y de B y por consecuencia el dis- 
criminante D de f (+) sean diferentes de cero, se tendrá 


T+Ry=M 


e . Es PADRE r N 
y y será inferior ó igual, como máximo, á 5 de modo que la be- 


N 


zoutiana es una forma cuadrática que no puede poseer más de ; 


cuadrados negativos. 


8 44.—-Sylvesteriana de una función. 


La bezoutiana de una función sólo nos da el número exacto de 
raíces reales de la ecuación sin determinar la totalidad de las posl- 
tivas ni indicar cuántas de ellas son negativas. La solución de este 
problema, es decir, el conocimiento exacto del número de raices po- 


sitivas y negativas de f (2) = 0, se consigue por medio de una nue- 
va función 


(1) S(w. y") 


que somos los primeros en considerar y á la cual denominamos 
sylvesteriana, en honoral ilustre Mr. Sylvester. Según veremos des- 
pués, dicha función permite deducir la diferencia entre el número 
de raíces reales positivas y negativas de la ecuación dada, y como 
la suma de tales incógnitas es conocida por la bezoutiana, el pro- 
blema queda entonces totalmente resuelto. 

El valor de y . ¿ está dado por la fórmula (6) del $ 42. 


S 
E y Ny > y 
y .3:=f.- $ E ES A e 


de donde 
o He 
Sy EN YY , 
lada Í, ia ds o s* ns ¡ED Pa 1 6, AS ia 
Ss 
y 
A 0 Sl q AAT.S Ata 1 


Recordando las igualdades 


S (1-f) == a, S(1f)==24.... Sea 1) 7 NM: 
se tendrá 
s s 
(2) A) 0 a E A A E A 1.s *n=s=1 7 
s 
O O A E 


El segundo miembro de esta igualdad es función cuadrática de 
las variables t y t que puede ponerse bajo la forma 


da, dE 


0.n--1 


> 


y en donde Ch... = Cx.n á causa de la simetría de (2) con relación 
d.26y. 
Cuando en (3) se haga t = 1 ó bien y = z, tendremos entonces 
el valor de la sylvesteriana 
h k 


t 


A CAP at 


ont Cs ke” 
Los coeficientes C,, , son de segundo grado con relación á los a; 
de la función dada : sus valores se calculan en virtud de la igualdad 


h.k 
A v Ns, 
A se o RE ele ds k 


de donde se deduce 


h.k 
A ANA Sl 


e E n—k E) : tp, Te 


luego 


A 
A A PE o A 


El determinante A, de la sylvesteriana C se obtiene multiplican - 
do los dos determinantes 





LAA) A(%)-fa-1 (%,) LL (A) 2 A (%) 0%, 1 (%,) 
o)  F (%) «Fa 1 (%) La fo (Lo) Tf (Lo) «e Yo Si 1 (%2) 
FE) AR) kn 1 (3) 1 1% Lo (Lg) Ug-L, (Ug) coo Lg F 1 (T3) 


.OXs.,.t ... 609. ..0%.....% 098050000080... 500004b: 200. 00060027... € ds 0 O A AN 


cuyo producto vale x, . xy. x, 





Dd n=—1 
qe Abs : , 
1 : y 
1 2 %.? Oe 
2 2 2 
2 $ REA | = P 
1 Lg iio a 
2 n-— 1 
1 x e 2 


n n 
a O a o) > 
0 
pi 
ES Din 
Ao 


luego 


A (DA, el, 


n 


representando D el discriminante de f (+). 

Fil determinante de la sylvesteriana de f (+) es 2gual en valor abso- 
luto al discriminante de la función multiplicado por el primero, ay , y úl- 
timo, a, , coeficiente. (Corral.) 


EsemrLos.—I.--Sea la función de tercer grado 
Fc) = ae —+ a, + Ay. LH Ag =0 


por lo que tendremos aplicando las fórmulas (5) del 8 42, 
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o Eo e PO 

61. 9 = 4» E, — 2 dy + 

6.0. =%- t — 3 4z+ % 

o Ao» É, Ag - to OA Ts 

6,,=% to 4y + t, — 24." 

A Ira e —34,.1, 

67.9 == 4 > t, A A : 
5 50 ty 2 4,-% 

6, ,=4,-t,+0,:t, +4, to O Un O 


Multiplicando cada una de estas expresiones por la cantidad que 
tiene á su derecha, y sumando luego los resultados obtenidos, se 


encuentra 
Bra => 4-0 
CO. =- (a, le 3 dz - Ay) 
Y TT ”>— 
a y > da 


T.—Cuando n = 4 la función es 


= — 24, -4y 


— 2 0) 0 


= — 3 4y 0 


4 3 2 
f (2) =4,.1 +4, -2 E ra PE 


y entonces tendremos 











E quis pe Ta 
ar eh — 2 4) + 
So E t, 3.4 %y 
A AR — 4.404 > Tg 
») 

6. == 4¿-t,— ot, A 
61%: Fat — 2.4)» % 
e hy A E 3. 4g. % 
6,1 =4)-t¿ +4, t, => 4:0,. 
) 

S.. += — lg» ly — 04 ty A 
La Ay E, — , + t — 2. dy. 
O t¿ 41 to 0y > ty ES 
Sa O ta 100 0 17 Oo de A 
” 

pes da AA 
Sis = A+ t, 524, .% 
E. == 0 t, —3.4z:% 
6 35% :ty+9.t,+0).t +03+t,| —4.4,-*, 


por lo que realizando operaciones se encontrará * 


0.0 
Y 
Co.1 


TIT. —Para la función de quinto grado 


Jl 


l 
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yO 
— (a, d, 3.4, 43) 
(4, -44+3 4, .4,) 
— a "Qu 
—2a,-4, 


= 0, 


5 4 3 2 
a) +a,% + a): % +. dz 2 +4,- 2-0 0 




















se tendrá 

Sois A). ty E 

A — 24). *, 
67 9 =p> ty AMA 
A AS — 4,50, 5 
61.0. = %: to OA 
Ea A AS AO At 

81,1% -t,+9,> t — 2 4y + Ty 
67.1 = 9 + t¿ +9, - t, — 3-4. % 
8, =4-t +0, t — d AO 
E, 1=0% E A ¡| —5Ó.g.T 
60.2 =— Mz: t¿— 0, t,— 05. t, 7 TS 

61 9 — Mg» t,— 0, t, — 0g > ty —. 2 Ay + Ta 
67 9 = 9%: t,¿+ 0 ta + a ty — 3 Ag + T, 
8 0 «Lo HO da Ol, ACA 
83 == DEE dada — 
8.3 =% tg — 0 - la o! 

da PE Pa 0 PO — 249: * 
6 3 = 7 0: t — a. t, 3. 4g.% 
Es 9 FAO La A — ANA 
6, ¿== -t3 + 0,-t¿ +4, t +43. t, — 0. dj. 
E. = 05 «ly TASAS 

8, ¿4 Lo — Y A 
7.4 = — Ojo t, — 3. 43+%, 
14 ==: to A 
E == URREA Aa te A 


pudiendo deducirse 


Ca. = = 0-4 Cos 40,0 
NA (a, a, +3 a, . 4) Co.. = 75 0-4, 
Cai = 7 (9-4 + 3a,.4, +5 a, .45) Ca = — 2 (47 a, +2 a, as) 
Cai == (43.4, +3 a, . as) Cua = 7 (84, q, +5a,.4,) 
Co.o =— 4%, :0% Cia=—40,-4, 
0177 2: 4g. 0, C.3 => 2(0, az + 2 a,4,) 
Co. =— 3 4-4 C.4 7 34,.4z 
C3.14=>724,-4, 


S 45.—Significación de la sylvesteriana. 


Teorema l.— La sylvesterrana U de una función f (x) siendo des 
compuesta en una suma de Y cuadrados positivos y B cuadrados negats- 
vos de funciones lineales y reales, se tendrá que el número de raíces dis- 
tintas de la ecuación f (1) = 0 vale vu. + E; mientras que la diferencia 
entre el número de raíces reales positivas y el de raíces negativas, será 
¿gual á 9 — E. (Corral.) 

La sylvesteriana es una forma cuadrática de las n variables t,, 
ES t, —, con coeficientes que se expresan racionalmente en 
función de los coeficientes de f (x). 

Según hemos visto 


Ma == y E E e RV (tt) 


de modo que la sylvesteriana se descompone en tantos cuadrados 
de funciones lineales independientes. como raíces distintas tiene 


a] 0. 


Cuando x, y x. son dos raíces imaginarias conjugadas, se tendrá 
Y1 > yz, =4+1.0 


Ya Y 2, == UR PP 


pues entonces y, , y, son también imaginarias conjugadas, de modo 


que 


9 2 
A IIA 
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De todo lo expuesto se deduce que el número « de cuadrados po- 
sitivos de la sylvesteriana será la suma del número de raíces reales 
positivas y distintas de f(x) = 0, aumentado en el número de pa- 
res de raíces imaginarias distintas de la misma ecuación; así como 
el número f£ de cuadrados negativos de C esigual á la suma del nú- 
mero de raíces negativas distintas de f(x) = 0, incrementada en el 
número de pares de raíces imaginarias diferentes. 


Llamando 
r, = número de raíces reales negativas y diferentes de f (2) =0 
q » » » positivas » » f(1)=0 


p á 
P¡ = número de pares de raíces imaginarias distintas de f(x) = 0 


se tendrá 
ar, +0 p=r, +0; 
luego conforme al enunciado 


a—B=r=", 


Cuando el determinante A, de C y por consecuencia el discrimi- 
nante D de f (1) no sean nulos, entonces 


a+ Bp=n 


S 46.—Ejemplos numéricos. 


ProBLEMA .—Dada una ecuación f(x) = 0 encontrar el número 
de sus raíces reales distintas, positivas y negativas, así como el número 
de sus raíces imaginarias diferentes. 

Calculando la sylvesteriana y la bezoutiana de la función Fx), 
se encuentran los elementos que resuelven el problema. 

Designemos por 


r = número total de raices reales diferentes de HUA 
1= 6» » » imaginarias distintas de /(1)=0 
r, = número de raíces negativas diferentes de TT 
PE > » positivas » » oy 


T = número de cuadrados positivos de la bezoutiana 
A ») ) negativos » ) 

us = número de cuadrados positivos de la sylvesteriana 
B » » negativos » » 


s 


A DO 


Según ya hemos demostrado 


T+HTYr=r+i=0 +8 





a ell lr + da rob 
e ad 
1=2.y 
luego deduciremos 
di 

(1) RO T+Ha-—pvy=r—B=0— y 
2 A AS PA AS 
(24) PT 5) 1 ' 4) == TE — Y 
(3) == 20 


fórmulas que resuelven el problema, permitiendo calcular r, , », , 2 
conocidas las cantidades z,y,u, f. (Corral.) 

El número de cuadrados positivos y negativos en que se descom- 
pone una forma cuadrática, puede calcularse directamente por me- 
dio de la serie de menores principales de su determinante ó discri- 
minante. Puede entonces ocurrir dos casos: 

1.2 Que dicho determinante sea diferente de cero. El número de 
cuadrados positivos de la forma es igual al número de permanen- 
cias de la serie de menores; mientras que la totalidad dé cuadrados 
negativos está dada por el número de variaciones que presenta di- 
cha misma serie. [Weber, páginas 303 á 306.| 

2.2 Que el discriminante sea nulo. ll número de variaciones de la 
serie de menores principales es igual al número Y de cuadrados ne- 
gativos de la forma cuadrática. Llamando £ el número de términos 
nulos consecutivos de la serie, la totalidad r de cuadrados positivos 
valdrá n —— e. [Weber, páginas 308 v 309.] 


EsemeLos: 1.—Sea la ecuación 
3 Ne 
e —1o tE =1 


en la cual 


luego 


Ba Dd Al 
Bb, ,=14 BO 
Bo. =49 Bara += 


siendo el determinante de la bezoutiana 


Bo 0 Bo.1 Bo. 2 49 7 2Ll A: 
Bo B, 1 B, 29 |=|-—21 14 0 
Ba 0 Ba y Ba 9 — Y 0 a 


La serie de menores principales es, pues, 


1 + 49 + 245 +49 


por lo cual 


n=3 y=0 i=0 


es decir que la ecuación dada no tiene raíces imaginarias, siendo 
las tres reales. Para averiguar ahora cuántas son positivas y cuán- 
tas negativas calcularemos la sylvesteriana, cuyos coeficientes son 


Ca. =0 Co1=0 
C1=>21 Ci, =14 
O, =49 O, == 21 


El determinante á considerar 


Co.o C.1 Co. 41 0 —- 91 
Co Ca A 0 — 91 14 
0 C.1 Co. — 21 14 0 


da la siguiente serie de menores 


1 + 49 1029 019 


de modo que 


es decir, que la ecuación tiene dos raíces reales positivas y una raíz 
real negativa. 
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TIT. —Consideremos la ecuación 


er 5=00 


en donde 
a, = 1 a, =0 a, == 2 ay ==5 
por lo cual 
Bao2=35 Bj, 116 
Bis Big 0 
Bo. = Bo9>=>2 
El determinante de la bezoutiana será 
4 15 = 2 
15 4 0 
— 2 0 3 
y su serie de menores principales vale 
1 4 — 209 — 643 
razón por la cual 
T= 2 *=:l VEAN A 
es decir, que la ecuación dada tiene r — y = 1 raíz real y dos ima- 


ginarias. | 
Para saber si la raíz real es positiva ó negativa, calcularemos la' 
función sylvesteriana. Tenemos entonces 


Cy 9 =0 C,¡=0 
Gi 10 C,a=4 
Co. = 10 20.2 =15 
siendo el determinante correspondiente 
-= 10 0 15 
0 15 4 
15 4 0 
por lo que la serie de menores vale 
1 10 — 150 — 3.215 


luego 
19 


g=1 


De las fórmulas (1) y (2) deduciremos 


lo que nos demuestra es positiva la única raíz 


dada. 


7 r, 


TII.—Estudiemos la ecuación 


en donde 


Boo Bo. 
Bio B 
POP B 
Ba o Ba 





de donde 


J 


290 +38x—1=0 








real de la ecuación 


0 dy = — 2 ad, =3 a==m1 
4 Bo. = 
Bo, 3¿=3 
19 B,=—9 
DE 
TÍ Ba 3¿=0 
ed 5 — 6 4 3 
BESAR 12 — 9 -— 4 
BES 4  —9 4 0 
2 Bas | z 7,4 0 ei 
5 24 — 69 — 331 
= 3 y: 2 


así es que la ecuación tiene dos raíces reales y dos imaginarias. 
Para precisar el signo de aquéllas, calculemos los coeficientes de la 


sylvesteriana 


710 jp 

















Co.o=3 LI 
e Ce 
cuyo determinante es 
Co.o Co 1 Co.2 Co.3 3 E 0 4 | 
Co Ca Cr. CG a 4 6 4 pat, 
Ca. Co 1 Ca 9 Ca.3 0 4 ad 4 
Co C.1 Cy.a Cs.3 4 sd 4 0 
La serie de menores principales valdrá 
Li 35 ee —66 , + 331 


de modo que 


luego en definitiva 


ER ra 


lo que prueba la existencia de una raíz real positiva y otra nega- 
tiva. 


IV.—-Sea la ecuación completa 


eo —40r—4e+1=0 
em donde 


e=1 al 4d) =—4 a 


por lo que los coeficientes de su bezoutiana valdrán 


op dd 
Pod Brad 
B, ,=36 | B,,=4 
Bo. = 24 a =—8 
Dio B, NA 
el determinante á considerar 
94 US — 8 — 4 
13 36 4 — 8 
— 8 4 11 2d 
4 


e A a ad 


— OR — 


tiene la serie de menores principales 
y fi 24, 695 , 4.195, ISO 


por lo cual 


que indica son reales todas las raíces de la ecuación dada. 
Los coeficientes de la sylvesteriana son 


E dl Co.2+>3 
Cy. =16 Co, =16 
A e as 
Co. =4 OC, ¿=12 
Co. =8 Co 3 =8 
luego el determinante respectivo vale 
| 4. 8 —::2 ESTA 
| 8 — 19 4 12 | 
0 4 16 8 
ed 12 PE] 
con su serie de menores principales 
1% 4, le DD — 1.1295 


Así tendremos 
mm == 2 8 ¡E 9 


y las fórmulas (1) y (2) darán 


que demuestra la existencia de dos raíces positivas y dos negativas. 
V.—Consideremos finalmente la ecuación de quinto erado 


e+tao—1i=0, 


en donde 


Los coeficientes de la bezoutiana son 


»M 


3 


B,¿>=5 LR 
B¿¿=0 Bo, = 
B,¿=0 B = 
Bb, ,=2 B 3= 
By y =2 Braz 
B, ¡=0 ES 
B,¿=0 Ba. =U 
By¿4=0 
valiendo su determinante 
E Bi Bro Bos Boa 2 0 9 Ú 
Bro o Bra Bros Big Bra 0 2 9 0 2 
Do Bao Bay Ba14|=/0 y EL 0 
Bso B3, Bao B3.j Bad 9 o 0 9 
E Bi A a Big Bd 0 2 0 : 
cuya serie de menores 
¡ve 9, 4, —50, + 589, + 3.017 
da | 
DES VARA ¿=4 


La ecuación tiene cuatro raíces imaginarias y una sola real. Para 
determinar el signo de ésta, escribiremos los coeficientes de la syl- 
vesteriana 


CEPAG Co 3=0 
UNS AO Cri593 
Ca. C¡¿=0 
fi. 1=0 Ci3=5 
Po A 
0.12 Ta Y 
Co. =0 Cara 3 
Cg., =0 


RARO OS 
o 
A 
159] 
. 
(a 
bo 
'» 
LA 
A 5% ZA la . 
AA IA 
he pen e 
ST SON o 
SÓ 
QU 
SO 
| 
QU 


O Y Eos 
La serie de menores correspondiente vale 
me O de RSE GUY, 3017 


luego 


por lo que se deduce 


TA r, =0 


que la ecuación tiene una raíz real positiva 


S 47.—Transformación de Hermite. 


La transformación de Hermite es una forma especial, muy fa- 
vorable, que puede darse á la transformación general de Tschirn- 
hausen y es utilizada para simplificar una ecuación. 

Consideremos la sustitución 


(1) Y == E LEAL AO SS a 
RI O E o E E ET 
de donde 
/ f¿(2)= a, 
AE 
, 2 
A 
a +a aun SE, Ye + 4, g TG 3 
| Ne E E A Ta Es + ay ET 


y en la cual las variables t, son indeterminadas. Cuando en (1) se 
reemplaza t, por t*, el valor de y es idéntico á 


(3) e PO a o + ¡A ai 
Ped AO 


Sumando lós valores de y obtenidos de poner en vez de x las n 
raíces de 


JAR) A ER E +4,_¡2+a,=0 


se obtendrá 


(4) AAA AA o TIAS A > NOTA E EA 


S [2.1 (1) =-—2a, 


(5) 


A ACT IA TA RC TR AL AR E TR 


S [2 - fo (2)] = — (n — Daz: 


Puede observarse que S (y) es igual á — E, f (t) 


é n—3 


E SA AA BAR 
Ca AA ot YA 


cuando se sustituye t, por t*. 
Teniendo en cuenta que 


e.f, (4) +a, =0 


deduciremos 








a 2a 
(6) Ll st, les S (eras [es a 
eS A aa] e 


habiéndose así eliminado t,. Llamando 




















: dd] dy 
a O 
0 9 2 A, 

A = 0, Y + a, + 
7 Ag 2 A 
(4) F,= " Ja = q Y. +0, 5H 4s xx —— | 

| MA A n-1 n --2 

go E 1% as n Ln dt jo — q, 2 AD 
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se tendrá 
(8) ==» BY F=dt, CA AS E A SAN Hb Fr) 


Es fácil comprobar que 


(9) 5 [F, (2) en 


TV ACA Ti TS NCAA 


Hagamos ahora 


Pdo 


t=x 


(10) PLERR Ei — EF = a ERE PA (a+ 


GR +t.F._ ¿(0 


expresión que es idéntica á (8) cuando en vez de ft" se pone t;.. 
Llegamos así á la transformación de Hermite 


A PRES a a A O A dd, 0. A) 
que goza de la propiedad 
S(223=0 


Para más desarrollos sobre tan notable transformación, véase la 
obra de Weber, páginas 254 á 281. 


S 48.—Raíces comunes á dos ecuaciones. 


Teorema l.—Si Y = 0 expresa la condición para que dos ecuacio- 
nes algebrarcas | 


: A 2 cn 
fo0="+p 00 + py 0 Tn 1 DEB 


Fí)=X+q 0 +qgya +4. 4 A TS : 1H 


, r > . 1 », . 
tengan una raíg común y designamos por «. la ¿mversa — del término 
- m 


FL 


andependiente de la primera, y por E la inversa del último término 





n 
le la segunda, las dos ecuaciones dadas podrán ponerse bajo las formas 
siguientes: 


A 


(1) =p ca aq a e ATA + 
A en yo Ein. 


(2) Fl)=f.+g- bb. gp BY BÉ] PI + 
Hd =0 

Siendo V una función entera de los coeficientes p, E Dar ATAR 

> 4,» y Uamando por E 1% E! V las eulerranas 


de orden v. y de orden v del polinomio V tomadas respectivamente con 
relación á uv y E, tendremos que las condiciones necesarias para que las 
ecuaciones dadas tengan dos raíces comunes, serán 


v=0 SS 
ó bien 
10 EP YV=0 


En general, las condiciones necesarias para la existencia de b- raí- 
ces comunes á las ecuaciones consideradas, serán 


y oa: 0. me e UN o. e 
AS A A AR A AN E 
ó bien 
Me==0., EP PE De E* V=0, E PS Es a 


Este teorema es en el fondo la famosa proposición de Lagrange 
sobre las condiciones necesarias para que dos ecuaciones tengan va- 
rias raíces comunes, y que fué incluída en las Memorias de la Aca. 
demia de Berlín del año 1770-1771. Le hemos dado la anterior 
forma para adaptarla á la teoría de las eulerianas. 

Llamando a,b,c..... k,l las n raíces de F'(x) =0, la función 
V condicional para la existencia de una raíz común á las ecuacio- 
nes f(x) =0 y 1" (2) =0, se pondrá bajo la forma 


(3) V=f(a).f(0).f(c)..... FU) FO 


Los coeficientes de Y son funciones enteras de p, ,p, -.-..- Pp 


o. y como además V es simétrica con relación á las raíces 
a,b,c.....k,l,se podrá en definitiva expresar Y por una fun- 


ción entera de p,,Pp,-.... Y e o A E 
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Si designamos pora',b' ..... q las m Yaíces de f(x) =0, en- 
tonces se tendrá también 


(4. V=F(a).F(05..... F(g) 


siendo fácil deducir que V es una función entera de 


Como las raíces a,b,c,.....k,lson Independientes de u, la 
función f (x) es de primer grado en «, luego 


E fla DS E. FO 
De un modo análogo se deduce que 
E? F(a)=1 EFR(Y)=1000. EP F(q)=1 


Tomando eulerianas en ambos miembros de (3) con relación á 
a se tendrá 


E AD 0) Eds 
+Hf(a).f(b)....- F(k) 

de modo que E,* V es igual á la suma de los productos tomados 

(m--1) á (m — 1) de las cantidades 

(6) fla), F(0), Fl0)..... FO) , F(1) 


Si en (5) repetimos lo que se hizo con (3), se deducirá que 


1 
7 Lx YV es la suma de los productos (m — 2) á (m — 2) de las 
cantidades (6); y en general podemos establecer que 


IAS E, V es igual á la suma de los productos (m — y) 


á (m— p.) de las cantidades (6). 
De lo expuesto resulta que la ecuación cuyas raíces son 1 n can: 
tidades (6), tendrá por expresión 


MD AAA $ 


4909 


E 1 
ED SAN 1.2 





EVA TER a Vs 0 
Puede deducirse análogamente que la ecuación cuyas raíces son 
las m cantidades 


vale 


E 1 B 1 YA 
+3 Es VE EP V.X FE? V.X+V=0 





Para que y. raíces de la ecuación (2) satisfagan la ecuación (1), 
es condición necesaria y suficiente que la ecuación (7) tenga y. ral- 
ces iguales á cero; es decir, que se verifique 


7 7) | Le 
Mi==:0 E, V=0 E, YU Ey-1V=0 


Análogamente, para que y. raíces de la ecuación (1) lo sean tam- 
bién de (2), será necesario y suficiente que la ecuación (8) tenga y. 
raíces iguales á cero, ó sea que cumplan las igualdades 


; ó / 
V=0 E V=0 EV o 0 
Lo que prueba integramente el enunciado. 


Teorema ll.—Si Y =0 expresa la condición para que dos ecua- 
ciones algebraicas 


Mo =>2 + p y] do aX E ER a AR ad AS 
Fa="4+4q. + 0 o A 1 0 
tengan una raíz común y designamos por Ey?" V, E," V las euleria- 


nas de orden y. y de orden v del polianmomiw V temadas respectiva- 
mente con relación ú p, 3 “44, , tendremos que las condiciones necesa- 


rias para que las ecuaciones dadas tengan dos raíces comunes, serán 


V = E 


—+ 800. — 
ó bien 
Vo 0 E 1n Vote y) 


En general, las condiciones necesarias para la existencia de y. 1ai- 
ces comunes á las dos ecuaciones consideradas, serán 
y Pa ) : 
vyv=0 E, m YV=0 E, MY A Ey, -1 vV=0 


ó bien 
( 
Ve En Y ed ES V=D0..... Eno V=0, (Corral. 


Esta proposición es una consecuencia inmediata del teorema de 
Lagrange y de nuestro teorema IT del $ 13. 

Efectivamente, para que las dos ecuaciones f(1) =0 y F' (2) =0 
tengan p raíces comunes, es necesario y suficiente que 


ES 

YD AO a Do, V=0 | 

ó bien (Lagrange) 
A A 

Yao iD Vd dy EU Doy YN 


Pero de verificarse las anteriores igualdades, como p,, y q, son dife- 
rentes de cero por hipótesis, se tendrá también 


V=0 CE ÍMp=0, CEP =0 000. Elm, V= 


é igualmente 


YV=0 EM V=0 PO Ent, V= 


EsempLo.—Sean las ecuaciones dadas 
fo="*+p+p.*+p= 0 
Fía)=x%+q,%+9,=0 


á las que aplicaremos el teorema anterior. Las raíces de la segun- 
da, siendo designadas por a y b, se tendrá 
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V=(+p,0+pya+p) (0 +70 DDD) 
y como | 
a+b=-—q, a. b= 9, 
deduciremos, realizando las operaciones indicadas, que 
V=»0' +», [0 (0 —24)=01-2- (4 34 4)]+[»2. 0, — 
area LE -Pa-91 UE 49 Py Da (97.4 2 d ) —p4 4-4 +8] 


La condicion para que las ecuaciones propuestas tengan una 
ralz común es que V = 0; mientras que para ser dos las raíces co- 
munes se necesita satisfacer las dos igualdades 


v=0 1. y=0. 
Ahora bien, 


(10) EPs V= ps [», (a, —= 2 da) ARAS LP (q, — eg. do) | +—2. my ós do)” 


2 2 2 2 2 : 
— Pp Pd PD 92 FP (9 227 2-9 ) PM 9 +9 |=0 
por lo que eliminando p, entre (9) y (10) se llega á la condición 


4 [2 Po des MO Y Pda: -Dy ED» (q, 42 da ) Y do De 
+4 ]- [2 (0 20) 0:22. (4 84 4) =0 (1) 


Si efectuamos las operaciones indicadas, se verá que la igual- 
dad (11) toma la forma 


(422) (a — NP FP) = 0 


que es la condición buscada. 
No siendo aceptable que 


2 
A aa a de 


pues las raíces a y b son diferentes entre sí en el caso más general, 
resultará 


e % > 49:PT+pP=0 (12) 


UA — 
y entonces la ecuación | | 
Efsy=0 
se transforma en 
2 2 2 0 
da: (0 —P1)-P3FP1% —P18H:L Td (% — Pa) 3 
ó bien 
9) 2 2 2 
ds —P1) PE PDF A 0) AN 
de donde 
2 2 
% (4% —P1) Pa + % (94 =P) =0 
y finalmente 
MES 4% %P,=0 (13) 


Las igualdades (12) y (13) representan las condiciones á que de- 
ben satisfacer los coeficientes de las ecuaciones dadas para que ten- 
gan dos raíces comunes. | 


S 49.—Desarrollo de f (n x) conocidas f (x) y sus eulerianas. 


La fórmula ya encontrada 


fa+m=!f(6). ja —E,f(). ( a 0 E 





ESO (1 ER 
z E 1.22 
h m-—3 AS 
Es f(-(14+ =) aro ee Jo 
A . 9, 


nos resuelve el problema. 
Haciendo efectivamente h = (n — 1). x encontraremos 


n=— 1 





fm.) =f(9. Ef). — + 
E nú) (n=) 3% z 13 (n — 1Y : 
FE 0.n OR E, f(e).n 3 
AS a 
E O : 


que es el desarrollo buscado. (Corral.) 
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En el caso particular de ser n= 2 se tendrá 
fOJ= MP0) 2 TE 04427. a 
| SS 
ATAR 


y así sucesivamente para otro valor cualquiera de ». 


FIN 


FL) = 


Como dice. 
Superieur. 


e 


A, 


/ 


po 
157 
q 
Q 
H 
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